Lineare Algebra |
fiir Informatiker

Carsten, Fabian und Joachim nach Dr. Timo Hanke
auf Basis der Mitschrift vom SS 2007

SS 2008



Vorwort

Dies ist eine inoffizielle Mitschrift zur Vorlesung Lineare Algebra I fiir Informatiker aus dem SS 2008. Sie ist
in keiner Weise von Herrn Dr. Hanke korrekturgelesen worden o.4. Auch ansonsten kann in keiner Weise die
Richtigkeit dieser Aufzeichnungen garantiert werden. Im Gegenteil ist sie aus Zeitmangel an einigen Stellen
sehr unvollstdndig, bzw. manche Stellen fehlen ganz oder werden nur durch die Aufzeichnungen vom letzten
Jahr abgedeckt.

Eine Liste der Autoren des letzten Jahres kann unter http://wiki.infostudium.de/wiki/Mitschrift_Hanke_SS07
eingesehen werden.

Bei Fragen, Anregungen, Kritik, Korrekturen o0.4. bitte eine Mail an 1a2008 @khd2.de.

Erlauterungen zur Farbgebung

Normale Schrift

Ergénzungen und Anmerkungen von Herrn Dr. Hanke in der Vorlesung

andere Ergdnzungen und Anmerkungen von Herrn Dr. Hanke in der Vorlesung

Aufzeichnungen der Autoren vom SS 2007, die in der Vorlesung 2008 nicht mehr vorkamen, aber an die Stelle
passen, bzw. dort standen.

Anmerkungen der aktuellen Autoren zum besseren Verstindnis (ohne Gewihr).

Noch nicht bearbeitete Teile aus der Version des Vorjahres. Diese Teile sind au3erdem daran zu erkennen, dass
sie eine doppelte Nummerierung haben. Eine automatische (von Latex) und eine manuelle (von den Vorjahres-
autoren).
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§ Abbildungen

(0.1) Wiederholung

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N ordnet jedem x € M ein Element f(x) € N zu, geschrie-
ben:
fiM— N,x— f(x)

N und M immer mit angeben!
* M Definitionsbereich
* N Wertemenge (Bildbereich)
* f(x) € N ist das Bild von x ¢ M

* x € M heiBt ein Urbild von y = f(x) € N (evtl. gibt es mehrere)

(0.1.1) Beispiele
a) f:N-oR,i— 2
Eine Abbildung mit Def. Bereich IN heiit Folge, geschrieben aj,az,...a, mit a; = f(i)
b) Die Addition in Z ist die Abbildung
+:Zx%—Z,(a,b)—a+b (a,bec’Z)
c) Sei M eine Menge
idyy = M — M, x — x heilit Identitit von M.
d) Firne Nsein:={1,2,...,n}
zB.3={1,2,3}
f3=Rf(1)=0,£(2)=V3,f(3) =—3
Eine Abbildung mit Def. Bereich n heif3t n-Tupel, geschrieben

(ay,az,...,a,) mita; = f(i), also hier: (O,\/§,—%)
Ein 2-Tupel heifit auch Paar, ein 3-Tupel heif3t auch Tripel

(0.1.2) Eigenschaften von Abbildungen

Sei f : M — N eine Abbildung, sei X C M,Y CN

1. f(X):={f(x)|x € X} CN heilit Bild von X.

2. YY) :={x € M|f(x) € Y} C M heiBt das Urbild von Y.

3. Die Mengen f~!({y}) C M heiBen Fasern von f zuy € N.

11
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Lz

4. f heifit surjektiv, wenn f(M) =N

5. f heiBt injektiv, wenn V x,x’ € M :wenn x # x’ dann f(x) # f(x)

6. f heil3t bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv.

f(x)

Me

7. Die Teilmenge von M x N : Gy := {(x,y)|x € M,y = f(x)} heift Graph von f

(0.2) Beispiele

a) f:R—->R,x—2x+1

N

>9
» < nicht
| injektiv
| — & <nicht
surjektiv

12

@) | (Bild
von X)
>0
=
=1
8
bijektiv
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(Urbild)

Gr:={(x,y)x € R,y=f(x)}; [ bijektiv.
b) f[:Z—Z,x— 2x+1

injektiv, nicht surjektiv.

Bemerkung:

Die geeignete Einschrinkung von Definitions- bzw. Wertebereich macht jede Abbildung surjektiv bzw. in-
jektiv.

¢) f:R—R,x—x?

13
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Fasern von f

riwp={ [P s 220

f: R — Rxg,x — x° surjektiv,
f:Rso—R,x— x? injektiv,
f:Rso— Rxso,x— x? bijektiv
R>o = {x € R|x >0}

d) Hashfunktion/Checksumme/Fingerprint
md5 : {Texte} — 2128 128 Bit Hashwert.

Menge mit 2!28 Elementen

* nicht injektiv
¢ sollte surjektiv sein
* sollte ,,gleich grofie” Fasern haben (das macht eine gute Hashfunktion aus).

e) Verschliisselung

z.B. crypt : 2k — 2% muss bijektiv sein.
Text der Liange k-Bit

* muss injektiv sein (sonst keine Entschliisselung moglich).

= muss bijektiv sein, da Definitionsmenge und Wertemenge gleich grof3 sind.

= die Umkehrabbildung ist ,,decrypt”.
z.B. crypt :
4y — Zg (hier k = 3, aber nimm Zg statt 8)
xX—3-x
bijektiv?
Gegeben: y € Zg, 16se crypt(x) = y.
ggT(3,8) = 1, also 3 invertierbar in Zg, also 3x = y eindeutig 19sbar, also crypt bijektiv.

Losung:
-1 _1_ 148 _ 9 _
3 =3=F =53
crypt(x) =3x=y
x=9x =73y
x := 3y ist eindeutige Losung von crypt(x) = y.

(0.3) Bemerkung
Sei f: M — N mit M,N endlich.
a) |f(M)| < M|
b) Folgende Aussagen sind dugivalent:
i) f istinjektiv
i) |f(M)| = |M|(= M| <|N|)
iii) Sind x,x’ € M mit f(x) = f(x') dann x =&/
iv) jede Faser von f hat hochstens ein Element
v) Vy € N hat die Gleichung f(x) = y hochstens eine Losung fiir x € M

14
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¢) Ebenso dquivalent
i) f istsurjektiv
ii) |[f(M)| = [N[(= IN| < |M])
iii) Jede Faser von f ist nicht leer
iv) Vy € N hat die Gleichung f(x) = y mindestens eine Losung

d) Ausserdem dquivalent
i) f ist bijektiv
ii) [f(M)| = M| = |N|(= [N| = [M])
iii) Jede Faser von f hat genau ein Element
iv) Vy € N hat die Gleichung f(x) =y genau eine Losung

e) f injektiv A|M| = |N| = f bijektiv.
Beweis: —
7 injektiv 2 [£(M)] = M| = [F(M)] = [N| <L £ surjektiv "™ £ bijektiv.

f) f surjektiv A|M| = |N| = £ bijektiv.

injektiv M| < |N|
Ist f¢ surjektiv p dann @ ¢ |M| > |N|
bijektiv M| = |N|

(0.4) Bemerkung zu Surjektivitat und Injektivitat
Sei f:M—N,M+#0

a) f injektiv < es existiert g : N — M mit go f = idy,.

(g0./)(x) = 5(f ) Méw

b) f surjektiv < es existiert g: N — M mit fog =idy.
Beweis:

a) ,,=" Sei f injektiv. Wihle xo € M beliebig (M # 0) und definiere

g:N—>M,yHg(y)={ ;; yy;f(%
Dann gilt fiiralle x € M : (go f)(x) = g(f(x)) =x

Also: go f =1idy

»<="Seig:N — Mmitgo f =idy.

Wir zeigen: Vx,x' € M : f(x) = f(X') = x=x' (d.h. f injektiv).
Seien x,x’ € M beliebig.

f)=f)=g(f(x) =8(f(x)) = x=x".

Also ist f injektiv.

15
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(0.5) Beispiel

8
a) [ Z5SQa—a

gof=idy:zB. g(x) = |x] oder g(x) = [x]
fog=1dq : nicht moglich, da f nicht surjektiv.

b) f:R— Rxso,x— |x]
go f =idpg : nicht moglich, da f nicht injektiv
fog=idg :z.B. g(x) =xoder g(x) = —x

(0.6) Bemerkung (Interpretation von g)

f
SeiM = N, f(x)=c,ceN
g

a) Wenn go f =idy, (also f injektiv), dann gilt:
fiir jedes ¢ € f(M) ist g(c) die eindeutige Losung von f(x) = ¢

b) Wenn fog =idy (also f surjektiv), dann gilt:
fiir jedes ¢ € N ist g(c) eine der Losungen von f(x) = c.

¢) g heiBt Umkehrabbildung von f, geschrieben g = f~!, wenn go f = idy; und fog = idy.
! existiert < f bijektiv.
1

Warnung: /1 (x) # f(x) ! = e

eM S———r
eN

(0.7) Beispiele

a) ¢:7%/8% — 7/8Z,x+ 3-x.
coc:7)8% — 7/8%,x—3-(3-x)=(3-3)-x=G-x=1-x=x

. 0.4 .. . .
= coc= le/sz <:>) ¢ bijektiv mit cl=c.

b) Sein€ N,a€ Zund Z/nZ = {0,1,...,n—1}
Ist ggT(a,n) = 1 dann ist die Abbildung m,, : Z /8% — 7 /87%Z,x — a- x bijektiv

Erkldrung + Umkehrabbildung

T =1 < ae(Z/87Z)" Einheit 7 /n7, & WeZ/nZ:5-a=a-5=1
ggT(a,n) DS(“O)aE( /87) inheitengruppe von 7 /n et aneit SEZ/nZ 5-a=a-s

§-a=1=myomy:Z/nZ — ZL/nZ,x—5-(a-x)=(5-a)-x=1-x=x

= msgom, = idZ/nZ-

ebenso: m, oy = idy, /,y,

Also ist m, bijektiv mit (m,) ! = m;.

s findet man mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus. s € 7Z ist nicht eindeutig, aber § € Z/n’Z ist
eindeutig.

16
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c) my: 767 — 767, x — 3-xist

e nicht injektiv: m3(0) =0, m3(2) =0
e nicht surjektiv: 1 ¢ m3(7Z/67)

d) f,8: %/ VNL—L/11Z, f(x) =x+3,8(x) =7 -x
(fog)(x) = f(7-x) =Tx+3

) =3
g '(x) =8-x Inverses von 7? Raten: 7-8 =56 = 1
= fogbijektivund (fog) ' =g lof!

Also: (fog) '(x)=8-(x-3)=8-x—24=8-x—

!\)I

(0.8) Satz (Umkehrabbildung einer verketteten Funktion)

g f
MSNSL
gt !
f,g bijektiv = fo g bijektivund (fog) ' =g lof L

(0.9) Definition (Gleichheit von Abbildungen, Menge aller Abbildungen
zwischen zwei Mengen)

a) Seien f:M — N,g:M' — N'.
f und g heiBen gleich (geschrieben f = g) wenn:
H»M=M
ii) N=N’
i) Vxe M =M f(x) = g(x)

b) Die Menge aller Abbildungen M — N wird mit N¥ bezeichnet.

(0.10) Beispiel

a) f:IR—>IR,xr—>\/;
g:R—-R,x— [x]
h:R — Rso,x+— |x]|
Dannist f =g # h.

b) 2N = {N — 2} = Menge aller Binirfolgen.
RE = {R — R} = Menge aller reellen Funktionen.
m'={n—m} #=m"

(0.11) Definition + Beispiel

Sei f: M — N und M’ C M. Die Abbildung

flwr : M" — N,x — f(x)

17
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heiBt Einschrinkung von f auf M’
z.B.ist f : R — R,x+ |x| nicht injektiv, aber f|r., und f|r_, sind beide injektiv.

18



§ Korper

(0.12) Definition (K6rper)

Eine Menge K heifit Korper, wenn zwei Abbildungen
+:KxK—K,(a,b)—a+b
x:KxK—K,(a,b)—axb
definiert sind, fiir die gelten:

(Al) a+(b+c)=(a+b)+c  Va,b,ceK

(A2) 0 e Kmita+0=04+a=a Vae K

(A3) Yae K gibtes —a € Kmita+ (—a) = (—a)+a=0
(A4) a+b=b+a Va,b € K

(AS) ax(bxc)=(axb)xc  Va,b,ceK

(A6) J1 €K, 1#0mitlxa=axl=a Va e K

(A7) VacK,a#0Ogibtesa™ ' € Kmitaxa ' =a'xa=1
(A8) axb=bxa VabecKk

(A9) ax(b+c)=a*b+axcund (a+b)xc=axc+bxc Va,b,c € K

(0.13) Beispiele
a) R, Q,C sind Korper (mit den iiblichen Abbildungen + und -)

b) 7 ist kein Korper (A7 ist nicht gegeben)
7 ist kommutativer Ring. Erinnerung: Ring mit 1 # 0 bedeutet: (A1)-(A6), (A9).
kommutativer Ring 1 # 0: (A1) - (A6), (A8), (A9)

¢) 7Z/nZ kommutativer Ring

d) Z/n’Z ist Kérper < n € P (vgl. DS 4.31)
Wir schreiben ), := 7Z/pZ, p € IP (FF fiir field = Korper)

e) Der Polynomring K|[x| iiber K (beliebiger Korper) ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper.
f) 2 Beispiele (wichtig!) fiir nicht-kommutative Ringe kommen spiéter.

g) {0} = der triviale Ring, kein Korper.
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h) {0,1} mit den Abbildungen +,* definiert durch die Verkniipfungstabellen:

+]0 1 *10 1
010 1 »XOR 00 0 p»AND
111 0 110 1

ist ein Korper.

Dieser Korper heif3it 5.

i) F4 ={0,1,a,b} mit den Verkniipfungstabellen:
+ ‘ 0 1 a b *10 1 a b
0]0 1 a b 0j0 0 0 O
1|1 0 b a 110 1 a b
ajla b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b|0O b 1 a

ist ein Korper, der einzige mit 4 Elementen. (vgl. z.B. Beutelspacher, § 2.2, S. 37-38, leicht lesbar)

Auslassung: Nichts groBartig aufregendes

(0.14) Folgerungen (aus Axiomen)

(A2’) dgenaueine0 € K mita+0=0+a=a VackK

(A3’) Va € K gibt es genau ein —a € K mita+ (—a) = (—a)+a=0
Bl) VaeK:a+a=a=a=0

B2) VaeK:0-a=a-0=0

B3) a,beKmitaxb=0=a=0oderb=0

(B4) Ya,be K :ax(—b)=(—a)xb=—(axb)

Beweis:

(A’) Seien 0,0/ e Kmita+0=0+a=aunda+0=04+a=a VYVack

Dann folgt: 0 2 0+0" 2" (f

(A3’) Seiena,b,b’ €c Kmita+b=b+a=0unda+b=>b'"+a=0

Dann folgt: b= 0+b 2 (b +a)+b2 b +(a+b) 2 W +0Z b

Seien im Folgenden a, b € K beliebig.
(B1) Aus a+a:afolgt:a¥a+0§a+(a+(—a)) al (a+a)+(—a) = a+(—a)=0
(B2) 0-a = (0+0)-a20-a+0-a. Nach (B1) folgt 0-a =0

(B3) Wir zeigen: Aus a-b =0und b # 0 folgt a = 0.
ab=0b#0=a=a1%a (b-b")2(a-b)-b"120

(B4) als Ubung.
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(0.15) Bemerkung

Sei K Korper. Fiir a, b € K schreiben wir kurz

a-b+c  fir (a-b)+c - bindet stirker als +
a+b- fiir a+(b-c) - bindet stirker als +
a—b fiir a+(—b)

ab fiir a-b
a’ fiir a-...-anelN
—

n—mal

a/bbzw. §  Afiir a-(b7")
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§ Gruppen und Ringe

(0.15.1) (0.16) Definition (Gruppe)

Sei G eine Menge und * : G X G — G, (a,b) — a b eine Abbildung, genannt Verkniipfung oder Operation.
(G, *) (oder kurz G) heiit Gruppe, wenn gilt:

(G1) (xxy)*xz=xx(y*2)Vz,7,2€ G

(G2)dec G:exx=x=xxeVx€ G

(GHVxeG: I eG:xxx' =e=x*x

(G, *) heifit abelsche Gruppe, wenn zusitzlich gilt:

(G4 xxy=yxxVx,y € G

e heif3t neutrales Element von G

x" in (G3) heiBt inverses Element von x

(0.15.2) (0.17) Bemerkung
1) In der Regel schreiben wir G ,,multiplikativ‘ dh. - fiir *, 1 fir e, x~ ! fiir X/
ii) Neutrales Element und Inverses sind jeweils eindeutig
iii) Wenn G abelsch ist, schreiben wir G meistens ,,additiv*‘, dh. + fiir *, O fiir e, —x fiir x’

iv) Wegen (G1) lassen wir Klammern héufig weg zB. x«yxz = (x*y)*xz = x* (y*2)

(0.15.3) (0.18) Beispiele
a) (Z,+) abelsche Gruppe, (Zn,+) abelsche Gruppe
b) K Korper
(K,+) abelsche Gruppe ,,additive Gruppe von K*
(K '\ {0},-) abelsche Gruppe ,,multiplikative Gruppe von K*
c) M Menge
Sm :={f: M — M|fist bijektiv}
(Sy,0) ist Gruppe, wobei o = Komposition von Abbildung
(G1) (fog)oh=fo(goh)also (fog)oh(x) = f(g(h(x))) = fo(goh(x))
(G2) e=idy
(G3) f*l =Umkehrabbildung (vgl. Bsp. (0.9))
d) ne N,M=n
Sy = Sy = S, heilt symmetrische Gruppe und ihre Elemente Permutationen

|Sy| = n!
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e) Sei (G,-) Gruppe n € N
Betrache G" :=GxGx...xG={(a;...a) |a; € G}
——————
n—mal

mit , komponentenweiser” Verkniipfung, d.h.
(ar,...,an) - (b1,...,by) = (ay-by,...,ay by)
(G",-) ist Gruppe und ist G abelsch, dann auch G"

f) M Menge. Betrache: M¢ := {f : M — G}
mit der Verkniipfung (f-g)(x) := f(x) - g(x)
(MG,+) ist Gruppe

(0.15.4) (0.19) Definition (Gruppenhomomorphismus)
Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus wenn

p(x-y)=0(x)9(y) VxyeG
~N S——

in G in H
Ein Homomorphismus ¢ : G — H heif3t
Monomorphismus injektiv
Epimorphismus » wenn ¢ < surjektiv
Isomorphismus bijektiv

Existiert ein Isomorphismus ¢ : G — H dann heiflen G und H isomorph, geschrieben G = H

(0.15.5) (0.20) Beispiel
a) (Z,+)— (R,+),x — x ist Monomorphismus
b) exp: (R,+) — (Rxo,-),x+— €
et = ¢*- ¢ ist Epimorphismus
(0.15.6) (0.21) Schreibweise

Sei (A, +) abelsche Gruppe, a € A sowie U,V C A
a+U:={a+ulucU}CA
U+V:={u+vjucU,veV}CA

Beispiele

a) AI(K”,+), U=1LyCA
L:S+Lo

b)A=Z%Z, U=77Z, 1+U={..18,15,..}
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(0.15.7) (0.22) Definition (Ring)

Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen +: R xR — Rund - : RXR — R
(R,+,) heiBt Ring (oder kurz R), wenn gilt:
(R1) (R,+) ist abelsche Gruppe
R2) (x-y)-z=x-(y-2) Vx,y,zER
R3)JITeRmitl-x=x=x-1 Vx&ER
RA) x-(y+z)=x-y+x-zund (x+y)-z=x-z+y-z Vx,yeR
R heiBt kommutativ wenn zusitzlich gilt
RS x-y=y-x Vx,yER

(0.15.8) (0.23) Beispiele

a) 7, alle Z, und alle Korper sind auch kommutative Ringe

b) R = {0} ist kommutativer Ring (Trivialring), Achtung: 1 =0
¢) Vom kommutativen Ring zum Korper fehlen (A7) und 1 #£ 0

d) nZ ist kein Ring, denn es existiert keine 1 (ausser bei n = 1)

(0.15.9) (0.24) Definition (Einheit)

Sei R ein Ring und x € R. x heiBt invertierbar oder Einheit, wenn es x’ € R mit
x-xX' =1=x"-xgibt

Bemerkung: Falls existent ist x’ eindeutig und heift Inverses bzw. inverses Element von x, geschrieben x~!

R* := Menge aller Einheiten von R

(0.15.10) (0.25) Bemerkung
i) 1eR”
ii) Istx € R*,dann x~!' € R*
i) Z*={1,—-1}
iv) (R*,-) ist Gruppe (Einheitengruppe)
Beweis:
Seien x,y € R, zu zeigen: x-y € R*. Es gibt x~!,y~! € R*
x-txhHer =x1-x1=1
Alsox-y € R*
Axiome: (G1): von R, (G2): nach a), (G3): nach b)
v) R kommutativer Ring
R Korper < R* = R\{0}
Beweis:
(A7) < R* D R\{0}
1#40&<0€R”
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vi) Seia € Z,=(0,1,...,n—1)
ac€Z; < ggl(a,n) =1

Auslassung: Bewelis..

vii) Z, Korper < n Primzahl

Beweis: ), e)

(0.15.11) (0.26) Definition (Ringhomomorphismus)
Seien R,S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — § heifit (Ring-)Homomorphismus, wenn gelten:

1. ¢ ist Gruppenhomomorphismus (R, +) — (S,+)
2. p(x-y) = 9(x)-@(y) Vxy€eR
3. o(1)=1

(0.15.12) (0.27) Beispiel

a) Die Abbildung Z — Z,,a — a mod n

b) Die Abbildung m, : Z — Z,x+— a-x

ist kein Ringhomomorphismus (m,(1) = a # 1) (ausser a = 1)
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§ Das Sighum einer Permutation

Sp={m:n— n|nbijektivl n:={1,...,n}

7 € S, heillen Permutationen, geschrieben,

(Sy,0) ist Gruppe (vgl. Bsp.(0.18))

(0.15.13) (0.28) Definition (Transposition)

7 € S, heilt Transposition, wenn es 1 <i# j <ngibt mit (i) = j, ©(j) =i, T(k) = kVk # i, j. Wir schreiben
dann 7 = (i, j)

Beispiel: n=5

—
)
N
SN—
|
N
—_ =
EAN )
[SSIRONY
[NOJNAN

.
N—

Bemerkung: T =1id,

(0.15.14) (0.29) Satz

Jede Permutation ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Die Anzahl der Transpositionen ist
dabei nicht eindeutig, aber ist (fiir festes ) stets gerade oder stets ungerade.

(0.15.15) (0.30) Definition (Signum)

sgn T = (—1)‘#Tr"mslmsm"“‘311 in 7 heiBt Signum von 7 € S,,. 7 heiBt gerade bzw. ungerade wenn sgn = 1 bzw.
sgn = —1 ist.
Beispiel

1 2 3 45
7t—<3 s 4 2)-(25)(13)(34)
= sgn © = —1 (ungerade) (7 Transposition < sgn = —1)

(0.15.16) (0.31) Satz

!

)

1. sgn(mom ) = sgn(m)-sgn(n
2. sgn(n~ ') = sgn(n)

Beispiel
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a) T=(25)(13)(34)
b) 1= (34)71(13)71(25)" = (34)(13)(25))""
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§ Nullstellen von Polynomen

(0.16) Definition

Sei f=a,-x"+...4+a9 € K[x].
a € K heilt Nullstelle, wenn f(a) =a,-a"+...a;-a+ap=0.

(0.17) Satz

0 # f € K|[x], a Nullstelle von f.
a) Es gibt eindeutiges g € K[x] mit
f=@&=-a)-g  (=x—dlf)
b) Es gibt eindeutige m € N und g € K[x] mit f = (x —a)™ - g und g(a) # 0.

Beweis:

a) (DS, Satz 445) Division mit Rest in K[x].
Es gibt eindeutige ¢, r € K[x] mit f)(x—a)-g+rund degr < deg(x —a) =1
= r konstant = r = r fiir ein ryp € K.
Einsetzen von a liefert:

0= f(a)=((x—a)-g+r)(a) “ "= (a—a)+q(a) + r(a) = ro.

N—— ~~
=0 =ry
Alsor=0, also f = (x—a)-q.
b) Induktion nach deg f mit a).
(0.18) Folgerung + Definition
Sei f € K[x], seien a,...,q; die verschiedenen Nullstellen von f (alle Nullstellen).

Definition ’ Das m aus f = (x—a)™ - g (siehe Satz oben) heifit Vielfachheit der Nullstelle a.

Vielfachheit ny,...,n;.

a) Es gibt g € K[x] mit f = (x—a;)™ --- (x—a;)"™ - g und g hat keine Nullstellen.

I
b) Y n <degf
i=1
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c) [ <degf, d.h.es gibt hochstens deg f Nullstellen.

/
Man sagt ,.f zerfillt vollstandig in Linearfaktoren *“, wenn g in a) konstant ist, bzw. wenn in b) gilt Z n; =deg f.
i=1

Fundamentalsatz Jedes Polynom iiber € zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.
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Lineare Gleichungssysteme
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.1) (Definition (Lineares Gleichungssystem)

Ein lineares Gleichungssystem (iiber IR), kurz LGS, hat die Form

ajx;y 4+ apxx + ... 4+ apxp, = b
) anxy + apxa + ... + awx, = b
*
AmiX1 + amwxs + ... + auaxn = bp
mit a;j, b; € R (die Koeffizienten des LGS)
Das sind m Gleichungen mit » Unbekannten xi,...,x,.
Eine Losung des LGS ist ein n-Tupel (s1,. .., s, )mits; € R, sodass alle m Gleichungen erfiillt sind, wenn jeweils
s; fiir x; eingesetzt wird (i = 1,...,n).
S1

Wir schreiben n-Tupel hier so:

Sn
Die Menge aller Losungen wird mit IL((x)) bezeichnet.
Das LGS (*) heifst homogen, wenn b, = b, = ... = b,, = 0, sonst inhomogen.

(1.2) Beispiel

n =2, statt x;,x, nimm x, y.
x?>+y?> =1und x-y = 1 sind nicht linear.

n =2, Unbekannte: x,y, m =2

a) x+y=2, x—y=0
b) x+y=2, x+y=0
c) x+y=2, 3x+3y=6
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Losung:

a) x—y=0=x=y.
Einsetzeninx+y=2=2-x=2=x=1&y=1

Also L = { G) } genau eine Losung!

b) Es folgt der Widerspruch 2 =0. Also . =@  keine Losung!

c) Ausx+y=2folgt3-x+3-y,dh.3-x+3.y=6istredundant. Aus x4y = 2 folgt y = 2 — x. (x bleibt frei)

i {2

Auflésen + Einsetzen: algebraische Losungsmethode.

x€e ]R} unendlich viele Losungen!

geometrische L6sung

a) eine Losung

b) keine Losung
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

¢) unendlich viele Losungen

Die Losungsmenge ist der Schnitt zweier Geraden, also gibt es immer 0,1 oder o viele Losungen.
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.3)

a) Loesung des LGS

x+ 0 =1
y = 1 _ 1
= o ()
y =1

Agquivalenzumformungen sind Alternative zum Aufldsen + Einsetzen.

(1.4) Bemerkung

Die Losungsmenge eines LGS éndert sich nicht, wenn

a) zwei Gleichungen vertauscht werden

b) Eine Gleichung mit einem ¢ € (R \ {0}) multipliziert wird

¢) Das c-fache einer Gleichung zu einer anderen addiert wird (¢ € R).

Diese Umformungen heiBen Aquivalenzumformungen oder Gau-Umformungen.

o)
Allgemein gilt: Sind (*) und (*’) zwei LGS mit (*) = (**), dann ist L((x)) C L((x))

Zu C)

h=r || = | lLh=n |-c|
* *
()1227”2 <i| Eﬁr( )c-ll—i-lz:c-rl-l—rz <ﬂ
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

N Lh=n
h=nr
C

L((x)) 5 L((x")), also ,,=.

Motivation flir das weitere Vorgehen

* Gibt es eine Systematik im Losungsverfahren aus Beispiel (1.3)?

 Lisst sich die Anzahl der Losungen eines LGS unabhéngig von den Losungen selbst bestimmen (und
evtl. leichter)?

* Hat die Losungsmenge eines LGS eine ,,Struktur “?

(1.5) Definition (Matrizen)
Sei K ein Korper

a) Eine (m x n)-Matrix A iiber K ist ein rechteckiges ,,Schema* von m - n Elementen g;; € K der Form

ai ayip ... dip

a ax» ... apy . .
A= . . | =@, 1<i<m1<j<n

aml Adm2 --- dmn

Merke: Im Index gilt ,,Zeile vor Spalte*
Die a;; heiBen Koeffizienten oder Eintriage von A.

a’) (alternative Definition)
Eine m x n-Matrix A = (a;; liber K ist eine Abbildung
a:mxn— K,(i,j) — ajj
vgl. n-Tupel t : n — K aus (DS 1.7, 2.)

b) Zwei (m x n)-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) liber K heifien gleich, geschr. A = B, wenn a;; = b;; fiir alle
1<i<n1<j<n
K™= K™% .= Menge aller m x n-Matrizen.

¢) Zeilen und Spalten
SeiA = (aij) € Kmxn

Die (1 x n)-Matrix z; := (aiy ap ... ai) heiBt i-te Zeile von A.
alj
Die (m x 1)-Matrix s; :== [ : | heit j-te Spalte von A.
amj
21
_ 22
Schreibe auch: A= | . | = (s1 s ... sn)

Zm
flexible Schreibweise:
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

grofere Matrizen aus kleineren zusammenbauen

d) Tupel
Eine (1 x n)-Matrix wird auch (Zeilen-)-n-Tupel genannt.
Eine (m x 1)-Matrix wird auch (Spalten-)-m-Tupel genannt.
K™ := K™*! := Menge aller Spalten-m-Tupel.

e) Nullmatrix
Die (m x n)-Matrix mit allen Koeffizienten gleich 0 heift Nullmatrix. Geschrieben wird eine einfache 0.
(1.7) Beispiele

2 -1
a) |4 0 | isteine (3 x 2)-Matrix
5 3

b) (0 0 0) = 0 ist eine (2 x 3)-Nullmatrix

000
3

o) (4] #(2 4 5)
5 1x3
3x1

(1.8) Definition (Koffizientenmatrix)

Gegeben sei das LGS iiber K:

ayxi+apxa+. ..+ apx, =by

axixi1+ anxa+...+ ayx, =by

A1 X1 A X2+ . Xy =by

mit a;j,b; € K(1<i<m,1<j<n)

Die Matrix A := (g;;) € K" heifit die Koffizientenmatrix des LGS
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

by
by
Das Spalten-m-Tupel b := | . | heil’it die rechte Seite des LGS
by
0
Istb=| : | € K™ kurz b =0, dann heifit das LGS homogen, sonst inhomogen.
0
aiy ... aia | b
Die Matrix ( @ ) = : : : c Kmx(nt1)
anl ... aun | b

heifit erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS.
Die Losungsmenge IL des LGS ist die Menge aller Losungen und wir bezeichnen sie préziser mit L(A,b) C K".

Eine Losung des LGS ist ein Spalten-n-Tupel
S1
n
€ K" mit Za,-jsj =b;, Vi=1l...n
J=1

Sn

(1.9) Beispiel

Das LGS

X1+2-x+xs=1

X1+2-x04+2-x3+3-x4=5

3-x4+4-x4+2-x1=5

3-x342-x4=3

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
X1 X2 X3 X4 b

1 2 0 1|1
Ab)=| 1 2 2 3|5 |cR¥
2 4 0 315
0O 0 3 2.3
—t-2
Die Losungsmenge ist L = { tl tER}CRY
3

b) Betrachte 2x; +x; = 3. Definiere: f : R2 — R, ( il > — 2x1 + X2
2

Dann IL = {( 2 ) 251+ =3} = f'({3})

c) Sei (4,b) € K™ ("+1) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS, A = (A;;). Definiere

X1 J1
¢a:K"— K", | | —

Xn Ym
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§1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

mity; ==Y aixj, 1 <i<m.
Dann L(4,6) = ;" ({b})(b € k)
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§2 Der GauB-Algorithmus

(1.0.1) (1.11) Definition (Zeilentransformationen)

Sei K ein Korper und A € K™*". Jede der folgenden Umformungen heif3t elementare Zeilentransformation.

(TypI) (1 <i,j<m) Vertausche Zeile i und Zeile j
(TypIl)  aij(c)(1 <i# j<m,c€K) Addiere das c-fache Zeile j zur Zeile i
(TypID) wi(c)(1 <i<m,c€K,c#0) Multipliziere Zeile i mit c

Wir kénnen T, ij(c), pi(c) als Abbildungen K" — K™ auffassen.

(1.0.2) (1.12) Beispiel

K=Q, m=3 n=4

1 23 4 1 23 4
01 1 |2 -1 -1506 |
1 -1 56 0 011
L[ -1 0 1316 /-1 0 13 16
w5 o6 |PEY[ 11 s 6
0 0 1 1 00 1 1

(1.0.3) (1.13) Satz

Sei (A,b) € K™"+1) und sei (A’, ") € K™ "*+1) durch eine Folge von elementaren Zeilentransformationen aus

(A,Db) hervorgegangen. Dann ist L(A,b) = L(A’,b’).
Beweis:
]L‘(A/b) - ]L’(Tij(Avb))

L(aij(c)(A,b)) vgl (1.4)
= L(uij(c)(A,b)) VI1<i,j<m,ceK,i#]

(1.0.4) (1.14) Definition (Zeilenstufenform)

Eine Matrix A € K™*" hat Zeilenstufenform wenn

0 X =
0 0 X x ...

A= 0 0 0 Koo K wobei X # 0, * beliebig
0 0 0 0 O 0

39

§2.1)
(§2.2)
(8§2.3)



§2 Der GauB-Algorithmus

Formal

Sei z; die i-te Zeile von A,dh. A= | : |,z € K"

Zm
Sei k; € N die Anzahl der ,.fiihrenden Nullen” von z; plus 1, d.h.

z=1(0,...,0, X x...%)
ki—1 ki

A hat Zeilenstufenform, wenn gilt: k) < ky < ... <k <koy1=...=k,=n+1
(1.0.5) (1.15) GauB-Algorithmus (Teil I)

Jede Matrix A € K"*" kann durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen von Typ I und Typ II auf
Zeilenstufenform gebracht werden. Sei A = a;j = (s1,...,5,),a;j € K,s; € K™

1. Wenn A = 0 dann fertig

2. Seik:=min{j|1<j<n,s;#0}

3. Wihle ein i mit ajx # 0 (erste Spalte # 0) und tausche Zeile 1 mit Zeile i (d.h. 7y;)
4. Fir jedes i =2,...,k; wende &; (—Z*) an

5. Mache weiter mit Zeile 2,...,m

(1.0.6) (1.16) Beispiel

(1.16) Beispiel
Vern(ivj) = Cijj
Add, (i, j,c) = ajj(c)
Mul,(i,c) = u(c)
wobei n = Anzahl der Zeilen

1 -2 3 4 2

o 0 2 1 -4
PSS

0o 0 2 0 -1

0 0 -2 0 1

1 -2 3 4 2

o 0 2 1 -4
PSS

0O 0 0 -1 3

o o0 o 1 -3

1 -2 3 4 2

o 0 2 1 -4
PSS

0o 0 0 -1 3

0O 0 0 0 O

40



§2 Der GauB-Algorithmus

Merke: Erst gucken, dann rechnen!

(1.0.7) (1.17) Anwendung
Losungsverfahren fiir homoges LGS
1. Sei A € K™*" die Koffizientenmatrix eines LGS

2. Bringe A auf Zeilenstufenform mit Gauf3 I (1.15)

Die r Unbekannten x, ,xg,, ..., X, heien abhingig, die anderen heiflen frei

3. Ersetze die freien Unbekannten durch Parameter #1,1>,...,1, ,

3

4. Lose von unten nach oben nach dem anhéngigen Unbekannten auf ,,Riickwartssubstitution’

(1.0.8) (1.18) Beispiel

1 -2 3 4 2
0O 0 2 1 -4
0o 0 0 -1 3
0 0 0 0 O

Abhéngig: x1,x3,Xx4
Frei: x,, x5

a) xp =1,Xx5 =1;t,h € Q beliebig

b) Zeile 3: —x4+3x5 =0 = x4 = 3x5 = 31,
Zeile 2: 2x3+x4 —4xs =0= ... = x3 = %tz
Zeile 1: ... = x; =2t — 31

2t — 3t
4]
L(A,0) = It t1,r e Q
3t
5]
(1.0.9) (1.19) Bemerkung
0
a) Ein homogenes LGS hat immer eine (d.h. mind. eine) Losung, ndmlich die triviale Losung | : | € K"
0

b) Hat ein homogenes LGs weniger Gleichungen als Unbekannte (d.h. m < n), dann besitzt es eine nicht-
triviale Losung
¢) Fiir ein homogenes LGS sind folgende Aussagen dquivalent:

e Das LGS hat nicht-triviale Losungen
e Das LGS ist nicht-trivial 16sbar

e L#0 (0€K")

* Es gibt freie Unbekannte (n —r > 0)
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(1.0.10) (1.20) Anwendung (Losungsverfahren fiirinhomogenes LGS)

Sei (A,b) € K™<("t1) die erweiterte Koffizientenmatrix eines LGS. Bringe (A,b) mit Algorithmus (1.15) auf
Zeilenstufenform

Notiz: Da die schmematische Darstellung aus der Vorlesung wenig erleuchtend und recht kompliziert war,
formuliere ich die Fiille hier aus

1. Fall: Entsteht eine Matrix, bei der die letzte (unterste) nicht-Nullzeile bis auf die rechte Seite komplett
mit Nullen gefiillt ist, so erhalten wir die Form Ox; + ...+ Ox, = b, mit b, # 0, was ein Widerspruch ist. Es
existiert also keine Losung.

2. Fall: Die unterste nicht-Nullzeile hat > 2 Spalten vom rechten Rand entfernt die erste Zahl die nicht Null
ist (d.h. alle Matrizen in Zeilenstufenform bei denen Fall nicht zutrifft). Definiere abhinge/freie Unbekannte
genau wie bei homogenen LGS und mache Riickwirtsubstitution.

1. Spezielle Losung des inhomogenen LGS

Wiihle eine Losung s € IL(A,b) indem alle freien Unbekannten 0 gesetzt werden

2. Allgemeine Losung den zugehorigen homogenen LGS

Bestimmte I := IL(A,0) wie in Anwendung (1.17)

3. Allgemeine Losung des inhomogenen LGS
L(A,b)=s+Lo={s4+u|uecly} CK"
S1+up
wobei s+ u :=

Sp+uy,

(1.0.11) (1.21) Beispiel

n=m=4%
1 -2 3 4 2
-2 2 -1 =3 axd | 6 4
A= | 5 5 4 |€RT b= | |€Q
2 -4 4 8 5
1 =2 3 4 2
GauB o 0 2 1 -4
@Wh =109 0 0 -1 3
00 0 0 0

Fall 2 trifft zu, ky = 1, ky =3, ks =4, r = 3, frei: x, =t, abhingig: x1, x3, X4

Riickwiartsubstitution:
Zeile 3: xy = —3, Zeile 2: x3 = —1, Zeile 1: x; = 2¢ + 3}

Losung:
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§2 Der GauB-Algorithmus

(98]

2
1. Spezielle Losung des inhomogenen LGS: Wihler = 0. s = _01
-3
2t
2. Allgemeine Losung des homogenen LGS: Iy = (t) |t e®
0

3. Allgemeine Losung des inhomogenen LGS:
31
5 2t
0 t
L(Ab)=s+1Ly= +1 6 lteQ
0

1
2

-3

(1.0.12) (1.22) Bemerkung

Beim Losen von LGS mit dem Gaul3-Algorithmus bedeutet eine Spaltenvertauschung genau eine Vertau-
schung der zugehdrigen Unbekannten. Vertauschen ist also erlaubt, wenn man es sich fiir die Zuordnung zum
LGS merkt. Niemals kann man die b-Spalte vertauschen.

z.B. Lose das LGS mit:

X1 X X3 b X X3 X1 b
AN AN AN |~ N N |~
ap—| 3 L 2 T e e
O -2 0 2 6 - 0 2 -2 6
3 0 6 6 0 0 3 6
xy = 2
= x» = 13
x3 = 5

(1.0.13) (1.23) Definition (Reduzierte Zeilenstufenform, Normalform)

Eine Matrix A € K"™*" hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn die ,,Stufen” der Matrix jeweils mit eine 1

beginnen, also die erste Zahl in einer Zeile ungleich O stehts eine 1 ist, und ausserdem die Zahl iiber dieser 1
eine 0 ist. Etwa:

A hat Normalform, wenn die fiihrenden Einsen den reduzierten Zeilenstufenform eine Diagonale Linie inner-
halb eines Null-Blocks bilden. Etwa:
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§2 Der GauB-Algorithmus

1 0 0 .0 %

0 1 .0 %

0 0 1 .0 %
s . 0 *
A= 000 0 1 % ... %
00 0 0 O 0 O
000 O OO O o

(1.0.14) (1.24) GauB-Algorithmus Il

Jede Matrix A € K™*" kann durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen (Typ I-III) auf reduzierte Zei-
lenstufenform gebracht werden. Zusitzlich kann mit Spaltenvertauschungen die Normalform erzeugt werden.

(1.0.15) (1.25) Beispiel
Lose das LGS mit

1 -2 3 0 14
o 0 2 4 s
@h=149 o o -1 3 |E®Q
00 0 0 0

1 -2 3 0 14

0 0 20 — )

0 0 0 1 -3 (Nullzeile kann entfallen)
0 0 00 O

Mit o5 (—%) , U (%) erhalten wir

1 -2 30 7}
o o0 1 0 — % (reduzierte Zeilenstufenform)
0O 0 01 -3

7
2
. N 0
1. Spezielle Losung: s = 1
T2
-3
2t
2. Allgemeine Losung (homogen): Lo = (t) lte@
0
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3. Allgemeine Losung (inhomogen): IL.(A,b) = s+ 1
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§3 Matrix-Arithmetik

Ab jetzt betrachten wir auch Matrizen iiber kommutative Ringe (anstatt nur iiber Kérpern). R”*" := Menge der
m X n-Matrizen iiber R

Achtung: GauB3-Algorithmus funktioniert nicht, wenn R kein Korper ist!

(1.0.16) (1.27) Definition (Matrix-Arithmetik)
R ist kommutativer Ring, A = (a;j) = R™*", r €R
a) Al .= (aij) mit aﬁj =ajifirl <i<m,1<j<n (A" €R"") (Transponieren)
b) r-A=(r-a;;) € R™" (Skalare Multiplikation)
¢) Fiir B= (b;;) € R""ist A+ B = (a;j +b;;) € R™*" (Summe von A und B)
d) FirA € R™" B e R™!
Sei A = (a;j),B = (bij)
A-B=(c;j) mit ci; := kflafk g fir 1 <i<m1<j<| (A-BeR"™)

A - B ist nur definiert wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B

(1.0.17) (1.28) Beispiele

(10 =2 5 (0 11 5
a)SelenA—<3 N O)EQ ) B—<_2 0 0 e
1 3
AT=1 0 2 |e@>?
-2 0

30 -6
3'A_<9 6 o)

1 Lo
_ 2
A+B (1 : 0)
Nicht definiert: A+A",A-B
0123
b) Awieoben,B=|[ —1 0 0 1 | e@>*
1 100

A-Be Q2x4
Falk-Schema:
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AN O
—_— WO = W

Spezialfille

AceR™n B¢ Rnx/

3
I=1:Awieoben, B = ( 1 | e =@ :A-B’( ]3] )GQZXIQZ
0
GQl , B wie oben: A’~B:(—2 -1 2 3)6@”4
3
I=1,m=1 :A’-B’:(l 0 —2)- 1 | =3+0+0=3 (,Skalarprodukt)
0

m=1 :A':(l 0

3 3.0 —6
n=1:B-A=[1]-(10-=2)=[10 -2 ]eq@¥
00 0

(1.22) Bemerkung

Matrixmultiplikation ist eine Abbildung
L R Rn><l — Rm><l

Spezialfille

o IR™"XR'—R" (I=1)
Matrix - Spalte = Spalte

. -:RlanRnXlHRIXl (mzl)
Zeile - Matrix = Zeile

o CRVMXRU—RYI =R (I=1,m=1)
Zeile - Spalte = Zahl (Skalarprodukt)

. ':Rmelxl}_)Rmxl (nzl)
Spalte - Zeile = Matrix

21
Sei A = , BZ(Sl Sl),ZiERIX",SjERle,danniStA-B:(Zi~Sj),‘j€Rle
~—~—

Zm Skalarp.

(1.23) Beispiel und Schreibweise

Sei A = (a,-j) e K™ x e K"
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n

Y aijx;
j=1
n bl
2 a2Xj
A-x=| J=l1 = : cK™
by
n
Z aijj

Jj=1

Wir schreiben das LGS mit der erweiterten Koffizientenmatrix (A,b) formal als Matrixgleichung A -x = b
z.B. LGS

2x1+x—x3 = 5
X1 — X2 = -3
2 1 -1 Y s
1 -1 0 2T =3
X3 ——
~—_———
A X = b

(1.24) Definition (fir quadratische Matrizen)

Sei R kommutativer Ring

a)
1 0 O 0
01 O 0
E, = 0 0 1 0 = (dij)lgi,jgm € R™"
00 0 0 1

dij = { é wenn l:J heifit n-elementige Einheitsmatrix

i#
* 0
b) Eine Matrix der Form | : ., heifit Diagonalmatrix.
0 *
c) Eine Matrix der Form | : ., heift obere Dreiecksmatrix.
0 *
* 0
heil3t untere Dreiecksmatrix.
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(1.25) Satz

Sei R kommutativer Ring

a) Firalle A, B, C € R™*" gilt:
. (A+B)+C=A+(B+C)
2.04A=A=A+0
3. A+ (—1)A=0=(—1)A+A
4. A+B=B+A

b)

—

. (A-B)-C=A-(B-C) VAe€R™" BecR™ cecR*P
.E,-A=A=A-E, VAcR™"
3. (A+B)C=A-C+B-C VA,BcR™" CecR™
A (B+C)=A-B+A-C VB,C€R™" AcR™
4. r(A-B)=(rA)-B=A-(rB) Vr € RVA € R"™"VB € R™!

\®)

c) 1. (A=A VAeR™™"
2. (A+B)'=A"+B" VA,BcR™"
3. (A-B)Y = B A VA € R™" B ¢ R™!

Reihenfolge wichtig

a) (R,+) Gruppe = (R™*",+) Gruppe
R = Rmxn(Rmxn ) Gruppe Beispiel (0.17¢)

b) 1. kann nachgerechnet werden, aber spiter eleganter Beweis!
2. SeiA = (a,'j),'j € Rmxn

aj
. . aij
Es gilt: E,,-A = (z; - ), j wobei z; = (0...010...0) und s; =
Amj
Alsoz,--sj:O-a1j+0...+0-ai,1,j+l-aij+0-ai+1,j+...+0-anj:aij.
Dh. E,-A=A. OGenauso: A - E,, = A.
c) 1. klar
2. klar

3. Sei A = (a;;) € R"™",B € (b;j) € R™!.
Beh. (A-B)" = B’ - A’. j bezeichnet Zeile
(A-B)" = (Li_y awbji; = (Lioy aic - bij)ij

(1.26) Folgerung

Sei R kommutativer Ring, n € N.
R™" ist ein Ring bzgl. Matrixaddition und -multiplikation (aus Def. 1.20). Er heift Matrizenring.
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Die neutralen Element sind:
0 =0 € R™*" (Nullmatrix)
1 = E, € R"™"(Einheitsmatrix)

(1.27) Bemerkung und Beispiele
Sei R # {0} (dh. 1 #0), n> 1

a) 3JA € ™", A # 0 mit A®> = 0.

.0 1\N* /.. 00
JB. 00| _ 00

(B3) ist verletzt, also R**" kein Korper (selbst wenn R Korper ist)

b) R"™" ist nicht kommutativ

w0006 -0

¢) Schema fiir Multiplikation in R"*"

B C D
A A-B A-B-C A-B-C-D

d) R™" ist auch (sogar kommutativer) Ring mit der komponentenweise Multiplikation. Dieser Ring ist nicht
besonders interessant.

(1.28) Definition (Lineare Gruppe)

Sei R kommutativer Ring, n € IN.
Die Einheitengruppe von (R"*")*

GL,(R) := (RV")* ={A € R™" | A invertierbar}

heift volle Lineare Gruppe iiber R vom Grad n. Genauer: (GL,(R), -) (- ist Matrixmultiplikation.)
Die invertierbaren Matrizen heilen auch regulir.

(1.29) Beispiel
A=<_11 _21>€QM'
A ist regulir: (11 21),<—11 —12>:<(1) (1)>
-1 =2 I 2\ (10
1 1) \-1 -1/ \0 1
N——

A1
ab jetzt: R = K wieder ein Korper.
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(1.30) Satz: LGS mit regularer Koeffizientenmatrix
Sei K Korper, A € GL,(K),b € K".
a) ¢: K" — K" x+— A-xist bijektiv.

b) Fiir jedes b € K" ist A - x = b eindeutig 16sbar. (Die eindeutige Losung lautet: A~! - b)

Beweis.

beK'=¢(A ' b)=A-(A""b) = (A-A')b=E, b=Db.
2 OUT D) =A-(ATb) = (AAT)
Also ist ¢ surjektiv.
X EK":p(x) =9(X) = A-x=A-x |A7]
=A(Ax)=A"1-(A-X)
(2P 41 4y x— (A1 4) ¥
~—— ~——

El?l Em
=x=x.
Also ¢ injektiv.

b) a) < b) ¢ ist bijektiv <> Fiir jedes b € K" hat ¢! ({b}) genau ein Element.
IL(A,b) = ¢~ (b) < Fiir jedes b € K" ist A - x = b eindeutig 16sbar.

(1.31) Beispiel

Lose A-x=bmitA= (1 2//—1 -—1) fiir (viele) verschiedene b € K*.
A ist reguldr nach Beispiel (1.29). = A-x= b eindeutig losbar Vb € K?

Satz(1.20)
1 .. (-1 =2\ (1) (-1
zB.b= <0> Losung lautet: < | | > (O) = < 1 )
1
A
0 N (0 (-1 =2 0y (-2
b<l>.LosungV0nA-x<l> lautet.<1 1>'<1)<1>
~—_—

A1
1 i (-1 -1 1y /1
b= <_1>. Losung lautet: ( | | > (_1> = <0>

(1.32) Bemerkung

Sei R kommutativer Ring, n € N Ist A € GL,(R), so ist auch A’ € GL,(R) und es gilt: (A")~! = (A~1Y
Beweis: Priife nach:

(A) - (A7) = (A" A) = E} = E,

(AN -A'=(A-ATYY =E!=E,

Also gilt die Behauptung. [
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§4 Matrixgleichungen und Regularitat

Sei A € K™ Areguliar: A~ € K" A'.A=A.-A"'=E,
Wie findet man A~!?
z.B.: Lose die Gleichung X -A = A - X = E,, mit X ,unbekannter Matrix .

(1.32) Bemerkung

Sei R Ring, a,b,c € R

b-a=a-c=1=b=c=a "unda € Rx.

Beweis:b=b-1=0b-(ac)= (ba)-c=1-c=c.

Es reicht z.B. A- X = E,, zu l6sen und die Losbarkeit von X -A = E,, zu kennen.

(1.33) Bemerkung

Seien A € K" B € K"™*! gegeben und seien by, ...,b; € K™ die Spalten von B.

Die Losung der ,Matrixgleichung *

A-X =BmitX € K™!

sind genau diejenigen X € K"*/ deren Spalten xi,...,x; € K"

A-xj=b;firjedes 1 <i<l

A-X = B ist genau dann (eindeutig) 16sbar, wenn A - x; = b; fiir jedes 1 <i <[ (eindeutig) 16sbar ist.

(1.34) Beispiel

1 2 -1 0 1
a= (L 2)e=(0 1)

LoseA-X =B, X € K>3,

1 21-1 0 1 0512(1)
-1 -1 1 1 0
1 2]-1 0 1 . . '
1Q P . . . |
0 1 0 1 1 ) (_2) A muss nich quadratisch sein!
1 0]-1 -2 -1
0O 1] 0 1 1
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§4 Matrixgleichungen und Regularitét

(1.35) Anwendung: Inversenberechnung.

Sei A € K"*" und reguldr. Dann findet man A~!indem man A - X = E,, 16st nach Schema und Bsp. (1.34):

E, | A!
)
Bsp.: A= <1 1)
1 2 1 0 0612(1)
1 10 1
I 2[1 0 (-1 =2
0 1|1 1 a2 74 _<1 1)'
I 0|1 =2
0 1|1 1

Wenn E,, hier nicht moglich (eine Nullzeile) dann ist A nicht invertierbar.

Erinnerung

Tij, 0ij(c), Mi(c) : K™ — K™ " elementare Zeilentransformation.

Sei m € N und sei g eine elementare Teilentransformation auf m Zeilen, d.h. g = 7;;, oder «;;(c) oder p;(c) mit
1<i,j<m.

g definiert fiir jedes n € IN eine Abbildung

g: KXn_ s, gmxn

(1.36) Bemerkung

Fiir jedes A € K™, B € K™ gilt:

a) g(A)-B=g(A-B)

b) g(A) = g(Em A) = g(Em) ‘A

(1.37) Definition.

Die Matrizen g(E,,) heiBen Elementarmatrizen; sie entstehen durch Anwendung einer einzelnen elementaren
Zeilentransformation auf die Einheitsmatrix, also:
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§4 Matrixgleichungen und Regularitét

1
1
¢ N (.
1 |
Tij(Em) = | | = T
| I
e T 0 M —
1
1
1 |
|
0 (¢)(Em) = | =:Aij(c)
1
|
| 1
1
pi(e)(En)=|—- — ¢ — —|=:Milc)
1

(1.38) Bemerkung

a) Tij KM — Kmxn’A — T,]A
Olij(C) K — Kmxn,A I—>A,‘j(C)A
ui(c) : K™ — K™ A — M;(c)A

b) Die Elementarmatrizen sind regulér:
;' =Tj
Aij(e)™h = Ayj(—c)
Mi(e)™ = Mi(c™")
und ihre Inversen sind selbst Elementarmatrizen.

(1.39) Folgerung

Fiir jedes A € K"™*" gibt es ein reguliares G € K™*" (G ist Produkt von Elementarmatrizen) so, dass G - A

reduzierte Zeilenstufenform hat.
Beweis: Gaul3-Algorithmus und (1.38):
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§4 Matrixgleichungen und Regularitét

Es gibt eine Folge von Elementarmatrizen
Ei,...,E; € K™" 50, dass

E(--- (E,- (E1A))) reduzierte Zeilenstufenform hat.
G:=E;---E; regulir.

(1.40) Beispiel

2 *1 1 OC2|(2) 2 71 1 (X]z(—l) 2 *1 O
A= — >
-4 2 -1 0O 0 1 0 0 1
1 0
El :A2’1(2) = (2 1)
1 -1
EZ—Al,Z(_1> = <0 1 )
1 -1 1 0 -1 -1
G_EZ'E1_<0 1>'<2 1)‘(2 2)
2 -1 0
iG.A<O . 1)

(1.41) Satz

Sei A € K™

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
1) A-x =0 istnur trivial 16sbar.
ii) jede Zeilenstufenform von A hat n Stufen

iii) die reduzierte Zeilenstufenform von A hat die Form % mit n-m Nullzeilen.

iv) es gibtx € K""mitx-A = E,
x heif3t ,,Linksinverse .
V) @4 : K" — K" x+— A-xistinjektiv
Beweis von a) mit ,,Ringschluss “:

i) = ii) A - x nur trivial 16sbar
= keine freien Unbekannten = n — r = 0 (r Anzahl der Stufen) =n =r.

ii) = iii) Anzahl Stufen = Anzahl Spalten
= alle Stufen haben die Breite 1. = reduzierte Zeilenstufenform.

iii) = iv) Folgerung (1.34):
Esgibt Ge K™ mitG-A = % . Wiihle die oberen n Zeilen von G, dann X -A = E,,.

iv) = v) Sei @a(x) = @a(¥'), x,xX € K™

Ax=A-X |x
= x(Ax) = x(AX') = (xA)x = (xA)X = x =X
~—~ ~—~
E, E,

v) = 1) trivial.
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§4 Matrixgleichungen und Regularitét

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) A-x= b istfiir alle b € K™ 16sbar.
ii) jede Zeilenstufenform von A hat m Stufen, also keine Nullzeilen.
iii) die Normalform von A hat die Form (Ej]| X ) (keine Nullzeile!)
n—m
iv) es gibtx € K" mit A -x = E,,.
x heil3t ,,Rechtsinverse .
V) @4 : K" — K™ x — Ax ist surjektiv.

Beweis als Ubung.

(1.42) Folgerung

Sei A € K™ quadratisch. Dann ist jede der Aussagen unter a) und b) dquivalent dazu, dass A regulér ist.
Die Inverse von A findet man also durch Losen der Gleichung A - X = E,,, gemifl Bemerkung (1.33). Wenn
A-X = E, 16sbar ist, dann ist A regulidr und die Losung fiir X ist die Inverse A~!, sonst ist A nicht regulir.
X-A=FE,und A-X = E,, 16sbar = A regulir.

(1.43) Folgerung

Jede reguldre Matrix hat als reduzierte Zeilenstufenform die Einheitsmatrix.

Jede regulédre Matrix ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis: Nach Folgerung (1.39) gibt es Elementarmatrizen E|,...,E; mit E;---E; -A = (E,).
=A=E ! Ey 1. ~El_1 Produkt von Elementarmatrizen.
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Teil ll

Vektorraume und lineare Abbildungen
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§5 Vektorraume

(2.0.1) (2.1) Definition (Vektorraum)

Sei K ein Korper und (V,+) eine abelsche Gruppe. V heifit K-Vektorraum oder Vektorraum iiber K, wenn eine
skalare Multiplikation definiert ist:

KXV =V (Av)—A-v=A7Av

mit:
(VD) A+u)v=Av+puv
(V2)A(v+w) =Av+Aw
(V3) A(uv) = (Ap)v
(VA 1lv=v firalleA,uc KundvweV

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K Skalare.

Achtung: 0 bezeichnet sowohl 0 € K als auch 0 € V. Die 0 € V heif3it Nullvektor, geschrieben &

(2.0.2) (2.2) Folgerungen
Sei V ein K-Vektorraum (kurz: K-VR). Fiir alle A € K,v € V gelten:

(W) Oy =0

W AO =0

(W3) —v = (~1)y
V4 (k+4)

(2.0.3) (2.3) Beispiele
a) V = {0} ist der triviale K-Vektorraum.

b) Sind K C L zwei Korper (insbes. K = L) dann ist L ein K-VR mit
tKxL—L, (A,a)— Aa
~~
Mult. in L
Zum Beispiel R ist Q-VR, C ist R-VR
c) (K™ 4) ist K-VR mit
KX K™ K™ (ALA) — AA - (Def. 1.27b)

Die Elemente von K" = K"*! und K'*" heiBen Spaltenvektor bzw. Zeilenvektor

d) Sei M Menge. Dann ist K ein K-VR mit
KX KM KM (A f) = Af
(Af)(x) = Af(x)

~——
Mult. in K
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§5 Vektorriume

Speziell:

M=mxn

KM — gmxn _ gmxn

RE={f:R— R}

C(R)={f:R— R fstetig}

C*(R) = {f € RE | fbeliebig oft diffbar}

Pol(R) ={f:R - R,x+— ax"+...+a;x' +ao | a; € R,x € R,n € No}

RN = {f:N — R} (Folgenraum, Funktionalanalysis(?))

R-VR:

(2.0.4) (2.4) Definition und Bemerkung (Untervektorraum)

Sei V ein K-VR, W CV W heifit (K-)Untervektorraum (Kurz: UVR oder Unterraum) von V, geschrieben
W <V, wenn folgende Bedingungen gelten:

(UVDH))W #£0

UV2)w+w e Ww,w e W

(UV3) AweWVA e K,weW

Bemerkung: Dann ist W selbst K-VR bzwl. Addition und Multiplikation von V. Esist 0 € W

(2.0.5) (2.5) Beispiele
a) Sei U K-VR. {0} < V,V < U.Fiirjedesv €V ist
K- V={AvA €K} <U

b) Fiir W := {(al,...,an) € K> | Zai—()} LV =K"™n
=1

¢) Pol(R) <C*(R) < C(R) < RR
d) V = R? (Ebene).

Geraden durch 0 = < 0 ) sind UVR von V.

0
Geraden die nicht durch 0 gehen sind keine UVR von V

e) SeiV K-VR, Wi, W, < V.
Dannist W) +W, <V und W W, <V
0.21): Wy +Wa = {w) +wa|w; € Wi, wy € Wa}
Ubung: Nachpriifen UV1-UV3

(2.0.6) (2.6) Definition (Linearkombination/Erzeugnis)

Sei V K-VR.
a) Seienvy,...,v, €V
Eine Linearkombination von (v, ...,v,) ist ein Element v € V der Form
—_———

n—Tupel
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§5 Vektorriume

n
V= Zﬂ.ivi mit A; € K
i=1

b) SeiM <U, M+£0

n
(M) = { YA-vi| LeEK, vieM, ne JN} ist die Menge aller Linearkombinationen (LK) von Elementen
i=1
aus M

(0) := {0}

(M) heift lineare Hiille von M oder Erzeugnis von M

(2.0.7) (2.7) Beispiele

1 —1
a) V=R?} vi=| -1 |, wn=| -1
0 2
0 2
vitvm=1| -2 |, vi—wm= 0 sind LK von (vy,v;)
2 -2
ay
{vi,m}) = ay |lai+ay+az=0 (Ubung)
as

b) K=R,V=C"(R)
V] = idR, V) = sin

({vi,m})={a-idp+b-sin |a,b e R} ={f: R — R,— ax+bsinx | a,b € R}

(2.0.8) (2.8) Satz

Sei V K-VR,M <V

a) (M) <V

b) Ist M < W <V dann ist (M) < W

(d.h. (M) ist der kleinste UVR von V, der M enthilt)

Beweis:

n
Seien vy,...,vy, €Mund Ay,...,A, € K,dannistv= Y Av; e W
=1

1=

n
ViEMSW=Av,e W{UV3) = Y €W, also(M)<W
=1

1

(2.0.9) (2.9) Beispiel und Definition (Spalten-/Zeilenraum)

Sei A = (a,j) € K™ mit Zeilen z1, ...z, € K" und Spalten sy, ...,s, € K™
Sind x1,...,x, € K, dann ist
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§5 Vektorrdume

X
n
A : = Y x;5i, isteine LK von (s1,...,: sp) (hier V. =K™)
i=1

X
Sind yy,..., v, € K, dann ist

n
(V1,---,yn)-A= Y yizi, isteine LK von (z1,...,z,) (hier V = K"
i=1

ZR(A) := ({z1,..,2m}) < K" = ZR(A) heiBt Zeilenraum von A

SR(A) := ({s1,...,8:}) < K™ = SR(A) heifit Spaltenraum von A

(2.10) Definition (lineare Abbildung/K-Homomorphismus
Sei V,WK—VR, ¢:V —W.

1. ¢ heifit lineare Abbildung oder K-K-Vektorraumhomomorphismus, falls gelten:
a) o(v+v) =)+ o) Yy eV
b) o(Av)=Ao@(v) VAeK,veV
Homg(V,W):={¢@:V — W | ¢ linear}
2. Ein K-Homomorphismus ¢ € Homy(V,V) heifit Endomorphismus von V
Endk (V) := Homg(V,V)

Monomor phismus injektiv
3. @ € Homy(V,W) heit  Epimorphismus  falls ¢ < surjektiv
Isomorphismus bijektiv

VundW heiflen isomorph. geschrieben V = W, falls ein K-Isomorphismus V — W existiert.

(2.11) Beispiele

a) K=R, V=R W=R?
a

V=W | b | — “

) ist linear

(5
c
" l+a
Qo :V—-W,| b »—>< b )istnichtlinear:(1+a)+(1+b):2+(a+b)7él+(a+b)
c
“ a
o :V—-W, | b r—><b2 )istnichtlinealr:az—f—bz75(a—H))2

a
o :V—-W | b »—><azc>istlinear
¢

b) ¢ : K™ — K"™" A+—— A’ ist [somorphismus
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§5 Vektorrdume

c) K=R,V=RE reR

&:V—R, f— f(r)istlinear (& heiBt Auswertungshomomorphismus)
Beweis:

) e(f+g)=(f+g)(r)=[f(r)+g(r) =¢&(f)+&(g)
i) e(Af)=(Af)(r)=Af(r) = A& (f)

Also ist g, linear

d) A e Km<n

@4 : K" — K" x—— A-xist linear
Im folgenden ist ¢4 immer so definiert!
Beweis:

) @alx+y) =A(x+y) =A(x) +A(y) = @a(x) + @a(y)
i) @a(Ax) =A(Ax) = A(Ax) = 19a(x)

e) K=R, V=C"(R)
o: V-V fr— fl (Ableitung) ist linear (Ableitungsregel)
Beweis: (Nach Analysis)

D o(f+g) =(f+g) =f+g
ii) p(Af) = (Af) = (Acdotf = (A @(f)

(2.12) Definiton (Kern + Bild)

Sei ¢ € Homg(V,W)
1. Kergp:={veV|e(v)=0}=¢ 1({0}) <V heibt Kern von ¢
2. Im@ := @(V) ={@(v) | v €V} <W heibt Bild von ¢

(2.13) Bemerkung
¢@ € Homg (V,W).
a) Kero <V
b) Imp < W
¢) ¢ injektiv < Kerg = {0}
d) ¢ surjektiv < Imeo =W
e) SeiweImo,etwap(v)=w, veV
Dann ist o~ ! ({w}) = v+Kerq)(Ois) {v+v |V €Kero}
Beweis:

a) (UV1) Sei p(v)=w
v+Kerp <o l(w):vV eKerg = o(v+V) =)+ 0(V)=w+0=w=v+V € o~ (w)
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§5 Vektorrdume

b) (UV2) o~ !(w) <v+Kero
Seiuc @~ '(w), d.h. (u) = w zu zeigen: u = v+ fiir ein v/ € Ker ¢
Setze Vv :=u—v. Dannistu =v+v und (V') = ¢(u) — @(v) =w—w=0.D.h. V' € Ker ¢

¢) (UV3)FirA e K,veKergist o(Av)=A-¢(v)=21-0=0,d.h. Av € Kerp Also Ker¢p < V.
d) als Ubung.

e) ¢ injektiv < Ker@ = {} = Sei ¢ injektiv, v € Ker ¢ . Zu zeigen: v =0
veKerp = ¢(v)=0,=¢(0)

= V= 0,. O,<*“SeiKerg={}.zuzeigen:v=1.0(v)=0()=ov—v)=0()—o(
Qinjektiv

:>v—v/EKer(p
!
=v—v =
!
v=vy. O

!

) =

f) trivial.

g) ¢ '({w}) =v+Kerg ,¢(v)=w.Setze vV :=u—v. Dannistu=v-+1 und
(V) =@u—v)=@u)—@e(v)=w—w=0,C“Seiv € Kerg.Zuzeigen: v+v € ¢~ ({w}). p(v+v) =
V) + (V) =w+ =w.

(2.14) Beispiele (u.a. Losungsmengen bzgl. Kern/Bild)

a) SeiK=R,V=C(R), ¢p:V -V, f— f ist linear.
@ ist surjektiv, d.h. Imop =V
(Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)

Kerg = {f € RR| f ist konstant}

b) SeiA € K™ be K", ¢4 : K" — K", x — A-x linear.
a) Imoya ={A-x|xe€ K"} = (s1,...,5,) = SR(A) wobei s1,...,s, € K™ die Spalten von A sind.
b) Kergs ={x € K" | A-x=0} = Lo(A) = L(A,0) = Losungsmenge des homogenen LGS A-x =0
,Losungsraum®.
¢) Sei ¢ € K" Losung des inhomogenenen LGS A-x =0 IL(A,b) = c+ Ker@a
L(A,b) ={c€K"|A-c=b} = ¢, ({b}) c+Kergy

vel. L(A,b) = s+1L(A,0)

BewE. 13e

(2.14.1) (2.15) Satz

Sei A € K™, b € K". Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A-x=bistlosbar
2. beIm@y (paaus Bsp. (2.11d))
3. beSR(A)

4. SR(A) = SR(A,b)
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§5 Vektorriume

Beweis

() & (), & (i), (i) = (i), i) = (v),b € SR(A)

= {s1,...,5.,b} <SR(A)
= ({s1,..-,52,b}) < (SR(A)) = SR(A)
— SR(A,b)
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§6 Basis und Dimension

(2.16) Definition (linear un-/abhangig)

Sei K Korper, V ist K-VR (Vektorraum)

1. Ein n-Tupel (vy,...,v,) mit v; € V heiBt linear abhingig (l.a.), wenn A;,...,4, € K existieren mit

(Ay...,Ay) #0und
Zl,-vi =0
i=1

Anderfalls heibt (vq,...,v,) linear unabhéngig (l.u.).

2. M <V heiBt linear abhingig wenn ein linear abhingiges n-Tupel (vi,...,v,) existiert mit v; € M,v; # v;

fiir i # j. Anderfalls heilt M linear unabhingig.

Insbesondere 0 ist linear unabhingig (Schreibweise: (vi,...,v,) := ({v1,.

c Ve )

linear abhédngig: Nullvektor ldsst sich als nicht-triviale Linearkombination (LK) schreiben.

(2.17) Bemerkung

Sei v € M, und seien M CMCV.

a) 1) 0 € M = M linear abhdngig. 1-0 = 0 nicht-triviale LK. = (0) ist La.

(...,V,...,v,...) linear abhiingig.
ii) v# 0= {v} linear unabhingig
Av=0222 —ovv=0=2=0
iii) M linear abhingig = M linear abhingig trivial.
iv) M linear unabhingig = M linear unabhiingig (Kontraposition v. iii)

v) (v1,...,vy) ist genau dann Lu. wenn fiir alle A,,..., Ay € K gilt:
n
Zl,'v,-:O:>7Ll :)1,2:...:2,,1:0
i=1

(2.18) Beispiele (Uberpriifung auf l.a. bzw. l.u.)

a) V=Q? (( ; >,< i )) ist linear unabhingig:

Seienll,kzéQmitl]<;>+kg<i>:ﬁ:<8>,d,h_:><; i

) )=(0)

< 3 ) Gayb < | 3 ) = <1 3) x = 0 eindeutig 16sbar (d.h. nur die triviale Lsg). Also 4, = A, =0.

2 4 0 -2 2 4

(2) (3 () mmaamnse (5 )23 ) (5 )=(5)
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§6 Basis und Dimension

b) Sei A € K™*" in Zeilenstufenform und z1,. ..,z € K!*" die nicht-Null Zeilen von A.
Dann ist (zj,...,z-) linear unabhingig.
Insbesondere die Zeilen von E,;!

(2.19) Satz (Erzeugnisse bzgl. l.a./l.u.)
SeiM CV,veV

a) Mla. < (M\{w}) = (M) fireinwe M

a) Mlu < (M\{w}) S (M) fiir alle w € M
b) Mlu,vé (M)=MU{v}Lu.

b) Mlu,MU{v}la. =ve M)

Beweis zu a)

n
Sei M l.a.,etwa Y A;-v; = O, mitvy,...,v, € M paarweise verschieden, alle A; # 0.
i=1

wi=vy = ié% Vi € ({va,--yvn})
=we (M\{v})
B0 € 1\ ()
NS
D: klar "
W= Sel (M\ {w}) = (M) fiireinw € M.
W= fla,- Vi, vie (M\{vi}), A €K.

= YAt (—lw=0
i=1

lle 7 W M a

(2.20) Beispiel

1 2 -3
_R2 A —
vera=¢ (1)) ()
N N——

uj uz us
Mistla.:us+3-u; =0
= (M\{w}) = (M) fireinw € M.
hier z.B.: w = u3 oder u;, aber nicht u,!

(2.21) Definition (Erzeugendensystem + Basis)
Seie vy,...,v, €V. M CV.

M heiit Erzeugendensystem von V wenn (M) =V.
M heil3t Basis von V wenn M ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V ist.
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§6 Basis und Dimension

(2.22) (Beispiele

a) 0 Basis von {0}

=K" Firl <i< ie; .= . . . .
bV ur LS sere 1 «— i-te Stelle der i-te Einheitsvektor.

0
Dann ist (e, ...,e,) Basis von K". (Standardbasis).
c) V=K"" Firl <i<m, 1< j<nseiE;; € K™ die Matrix mit einer 1 an Position (i, j) und Nullstellen

sonst.
Dann ist (Eq1,...,E1n,E21,...,Eon, E31,...,Epyy) eine Basis von K",

(2.23) Satz (Charakterisierung von Basen)

Fiir B C V sind aquivalent:

(1) Bist Basis vonV

(2) Bist ein minimales Erzeugendensystem von V (d.h (B) =V, aber (B') # V fiir alle B' & B)
(3) Bist eine maximale l.u. Teilmenge von V. (d.h B Lu., aber B’ l.a. fiir alle B’ 2 B)

Beweis: (Ringschluss (1) = (2) = (3) = (1))

(1) = (2). Sei B Basis von V, d.h. Blu.und (B) =V. Sei B'G B,etwvaw € (B\ B').
(2.19a)

Dann B' C (B\ {w}) = (B) C (B\{w}) & (B)=V

(2) = (3) Sei B minimal mit (B) = V. Nach (2.192") ist B L.u. Sei B 2 B,etwaw € (B'\B).
Dann B C (B'\ {w}).
V= (B)C (B\{w}) S (B)CV
= (B'\ {w}) = (B o B la. O

(3) = (1) (Ubung!!!)

(2.24) Folgerung (Basisauswahl)

Jedes Erzeugendensystem M von V enthilt eine Basis von V.

Insbesondere hat jeder VR eine Basis.

Beweis: nur falls M C V endlich.

Sei (M) =V, M endlich.

Wenn M, lL.u., dann ist M Basis (fertig).

Sei M l.a. Nach Satz (2.19a) gibtesw € M mit V = (M) = (M \ {w}).

Ersetze M durch M’ := M\ {w}.

Da M endlich, kommt man nach endlich vielen Schritten zu einer Basis von V.
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§6 Basis und Dimension

im Bsp. (2.20):
M = {uy,uz,u3}.(M) = R?
M’ = {u,uy} oder {uy,u3} sind Lu., also Basis.

(2.25) Satz

Sei B Basis von V, |B| < eo.

a) wi,...,w, €V,n> |B|.
= (Wy,...,wy,) La.

b) B’ Basis vonV = |B'| <|B|.
¢) B'BasisvonV = |B'| = |B|.
Beweis:
b) Seien wy,...,w, € B’ paarweise verschieden. = (wy,...,w,) Lu A< |B| = |B'| <|B|.

b)
¢) |B'| <|B| <oo.
Satz (2.25b) fiir B: |B| < |B’

,also |B| = |B/|.

a) Sei B={vi,...,Vm}.
m
Seienw; = Y a;;-vi, a;;c€K,firj=1,...,n
i=1
Setze A := (a; j) € K"™*".
Betrache A -x = 0. Wegen n > m ist A - x = 0 nicht-trivial 16sbar. (Bem. 1.19b)
Seice K", ¢c#0,mitA-c=0, d.h.

n
(%) Zaiﬁj-cj:O firi=1,....m
j=1

Es folgt:

m n

n n m m
ZCj'Wj:ZCj‘ aj Vi :Z ajj-Cj ‘V,‘ZZO'VL':O
j=1 Jj=1 i=1 i=1\ j=1 i=1

Weil ¢ # 0, folgt (wy,...,wy,) La.

(2.26) Folgerung + Definition (Dimension)

Es tritt genau einer der folgenden Fille ein:
i) jede Basis von V ist unendlich.

ii) es gibt ein n € Ny, so dass jede Basis von V genau n Elemente hat.

Definiere:

dimV = dimg V := { * imFall !
n ii)

die Dimension von V.
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§6 Basis und Dimension

I: ]"Ir1.... ]"Irn]

/

Erzeugendensystem

<V, .. V==V

Basis

(2.27) Beispiele:

a) dimg{0} =0
dimg K" =n
dimg K™" =m-n

b) dimgR = oo
dimg ©C =

S

Lineare Unabhangigkeit
> Av;=0-¥2,=0

/

¢) die R-VR: RE C(R),C*(R),RY haben dimg = oo. (aus Bsp. 2.3)

d) dimg C = 2 denn (1,1) ist Basis von C iiber RR.
({1,i}) = C : jedes z € C hat die Form z = a + bi,
{Li}lu:A-1+pu-i=0=>2A=pu=0.

{L,i} Lu.

z.B. dimgp C = 1.
{1,i} La. tiber C:
i -14(-1)-i=0
C
e) VK-VR,vy,...,v, €V. dimK<v1,...,vn> =?
Vi,V Lu = dimg (v, ..., v,) = n.

a,beR,dh.ze€ ({1,i}).

(2.28) Folgerung (endlich dimensionaler VR)

SeidimgV=n<oco, M CV.

a) Mlu. = M| <n.
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b) (Basiserginzung)
M l.u. = es gibt Basis von V mit B D M.
,Jede linear unabhingig Teilmenge M C V lésst sich zu einer Basis ergénzen.

¢) M lu., [M| =n=- M Basis.

d) (M) =V,|M|=n=-M Basis.
SeiU <V.

e) dimg U < dimgV.

f) dimgU =dimgV = U =V.

Beweis:

a) Kontraposition von (2.25a)

b) Basisergdnzung.
Sei M Lu.
Wenn (M) =V, dann M Basis. (fertig)
Sei (M) #V,etwave (V\ (M)).
(Satz 2.19b”): MU {v} =M lLu.
Ersetze M durch M'.
Wegen a) bricht das Verfahren ab, wenn |[M| = n erreicht ist.

c) Basiserginzung.
d) Basisauswahl.
e) Basisergidnzung.

f) Basisergdnzung.

(2.29) Beispiel

1
V=R M= 1

1
Wihlev ¢ (M), zB.v= |0
1)
1
M :=MU{v} = 0

1

Wihle w ¢ (M), zB. w =

M'":=MU{w} = 0 , . M" ist Basis weil |M"| =3 =dimV bzw. (M") =V.
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§6 Basis und Dimension

Basen werden verwendet:
* zur Beschreibung von Unterrdumen (insbesondere Losungsrdumen von LGS)
* zur Beschreibung von linearen Abbildungen

* zur Einfiihrung von Koordinaten bzw. Koordinatensystemen

(2.30) Definition (geordnete Basis)

Das n-Tupel (vi,...,v,) heiBt geordnete Basis von V, wenn {vi,...,v,} Basis von V ist und vy,...,v, paar-
weise verschieden sind. (dann n = dimV)
Ab jetzt: alle VR seien endlich-dimensional und alle Basen seien geordnet.

(2.31) Bemerkung (Basis und Untervektorraume)

Jeder UR U <V hat 0 < dimU < dimV und eine Basis, lédsst sich also schreiben als U = (vy,...,v,),r =

dimU < n=dimV, fiir geeignete (vi,...,v,) Lu.
zB.V=R3alleU <V?
dimU =0: = {0}

U
dimU =1: U = (v),v# 0 Alle Geraden durch 0

dimU =2: U= (u,v),(u,v) Lu. Alle Ebenen durch 0
dimU =3: U= (u,v,w)=V=R3 (u,v,w) Lu. ganz R?
(2.32) Satz

Sei V ein K-VR. Seien vy,...,v, € V. Die Abbildung

X1

n
o:K'—V, | »—>Zx,--v,-
X, i=1
ist linear. Wir bezeichnen ¢ mit ¢, wobei &7 = (vi,...,v,).
Es gilt:
1. injektiv lLu.
@ ist < 2.surjektiv < o7 ist ¢ Erzeugendensystem von V
3. bijektiv Basis von V

Insbesondere: o7 ist Basis von V < jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung:

li Vi, l,' ckK
1 ~—~

Koordinaten von v bezgl. o/

n
V=

1
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§6 Basis und Dimension

Beweis
hochstens "
linke Seite < jedes v € V lésst sich auf ¢ mindestens eine Weise als LK v= Y A;-v;, A; € K, schreiben.
i=1
genau !

1.,,=“ Wihlev=0.= & l.u.
»<=“ o/ lu. = 0 ldsst sich nur auf eine Weise als LK Y A; - v; schreiben. = Ker¢,, = {0} (p’g/:lilf .- Oy
injektiv.
2. klar

3. 1.+2.

(2.33) Definition + Beispiel (Koordinatensystem)

Seien dimV = n < . Ein Koordinatensystem von V ist ein Isomorphismus k : K" — V. Fiir v € V heifit
k! (v) der Koordinatenvektor von v bzgl. k.

Beispiel

Fiir jede Basis % von V ist ¢4 ein Koordinatensystem.
Jeder VR hat Basis, also auch ein Koordinatensystem.
Folge: Jeder VR V ist isomorph zu K" ,n = dimV
Folge: dimV =dimW =V = W.

(2.34) Beispiele

a) C als R-VR.
k: RS C, (

a

b

b)V:szz,%:{G) 8)(8 (1))<(1) 8><8 (1)>}

a

b 1 0 0 1 0 0 00 a b
o .4 2x2 . . . ' =
K=0¢z:R' >RV | | —a <0 0)+b (0 0>+C <1 0>+d <0 1) (c d)

d

> — a+ b - i ist Koordinatensystem.

(2.35) Satz

V.W K-VR.
VW& dimgV =dimgW.
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(2.36) Satz (Eindeutigkeit linearer Abbildungen zwischen Vektorraumen)

Sei 8 = (v1,...,v,) Basis von V. Fiir jeden K-VR W und jedes n-Tupel (wy,...,w,),w; € W, existiert genau

eine lineare Abbildung ¢ : V — W mit @(v;) = w; firi=1,...,n.

Schreibweise: statt ¢ : V — W,v — ¢(v) kann man auch ¢ : V — W,v; — w; schreiben, da die Abbildung ein-

deutig ist.

Beweis. Existenz:
Jedes v € V hat eindeutige Darstellung als LK

v=Y A-vi (232)
i=1
Definiere
Q(v) =} Ai-wi

= @(vi)=¢(1-v;) =1-w; =w; und @ linear.

Eindeutigkeit: Sei ¢ : V — W linear mit ¢(v;) = w; firi=1,...,n.
n n n
SeiveVbeliebig,v= Zl,-'vi=>(p(v) =0 ():l,--v,-) = ):l,(p(vl)
i=1 i=1 @ linear ;=]

ohne Beweis: von Satz (2.36) gilt auch die Ur_nkehrung!

(2.37) Beispiel zur Eindeutigkeit

0
V=R>%B=(e1,er,e3), ei= |1 i

0
W =V =R3und w; =e;,wp =ep,w3 =0.
(2.36): o : R3 — IR3,V,- — w;, @ linear. d.h. e; — ey, er +— e3,e3 — 0.
Welche Abb. ist ¢?
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§6 Basis und Dimension

Abbildungsvorschrift:

()G

=x-ejty-ertze3—x-wit+ywr+z-wi=x-e +y-e+z-0.

Ker ¢ = e3-Achse = (e3) dim=1
Im @ = e;-e-Ebene = (e}, e2) dim =2
Y =3 =dimV

(2.38) Definition (Rang und Defekt von Matrizen)

Sei ¢ € Homg (V,W).

Rgp:=dim(Im¢) Rangvon¢ O0<Rge <dimgW
Def@ :=dim(Ker¢) Defekt von ¢ 0<Rge <dimgV
im Beispiel (2.37) ist Rgp =2,Def ¢ = 1.

(2.39) Satz (Dimensionsformel)

Fiir jedes ¢ € Homg (V, W) gilt
Rgo +Defp =dimgV.

Beweis: Fiir jede Basis Z = (vy,...,v,) von V gilt:
() Ime = (@(vi),..., P(va))-

O(1),...,0(m) €Ime E (o(1),...,0(vy)) C Ime.

”2 “ \/

”Q“veﬁw@ﬂﬂ¢wm~wWW»?
V= Z?L,--vi, A,,'EK
i—1

]

= ()= £ 4:-0() € {(p(11)..... ().

1

\/
Kerop <V.
Sei (vy,...,v,) Basis von Ker ¢. D.h. r = dim(Ker ¢) = Def ¢.
Ergénze (vi,...,v,) von V.
n=dimV >r.
S = (1), e, 9()) = (i1, 0())e @) = .. = (v,) =0

Wir zeigen: (@(r+1),...,¢(vy)) Lu.

i )LI(P(Vz):O = (P( i ?Li~vi>:O:> i li‘ViEKGI'(p.

i=rt1 ¢ linear =\ ;55 i=r+1

Ai - v; fiir geeignete Ay,..., A, € K
i

r

= i A,"Vi:
1

i=r+ i
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§6 Basis und Dimension

éili-vi— i Ai-vi=0
i=1

i=r+1

:>)~1:...:A,n:0 (vl,...,vn) l.u.
S A==y =0

Also (@(vit1),...¢(vn)) Basis von Im @, also Rg¢p = dim(Im¢@) =n—r =n—Def @,
also Rg @ + Defy = n.
(2.40) Folgerung (injektiv, surjektiv, bijektiv bei linearen Abbildungen)

Sei ¢ € Homg(V,W). dimV = n,dimW =m

a) ¢ surjektiv (Epimorphismus)

X Im(@) =W
40 Rg(@) =dimW =m
(2,39)

& Def(¢p) =dimV —dimW =n—m
&S (VM CV:(M)=V = (p(M))=W) e bildet Erzeugendensystem auf Erzeugendensystem ab

b) ¢ injektiv (Monomorphismus)

"5 Ker(p) = {0}
% Def(9) =0

EEg Rg(@) =dimV =n

& (VM CV:Mlu. = @(M)lu.) e bildet L.u. Mengen auf 1.u. Mengen ab.

c) ¢ bijektiv (d.h. ¢ Isomorphismus)
< Rg(@) =dimV =dimW =n=m
< (VM CV : M Basis von V = ¢(M) Basis von W) ¢ bildet Basen auf Basen ab

d) Spezialfall: n =dimV =dimW =m (z.B. V = W)
¢ injektiv 2 Rg(p)=n=m & o surjektiv ¢ : V —V

Beweis von b)
»= " Sei ¢ injektiv, M CV lLu.
zu zeigen: (M) Lu.

i) =0, v; €M paarweise verschieden

i
Z Ai-@(vi)
i=1
¢ lin. ! . . . .
= @ Zli -v; | =0 ¢(v;) paarweise verschieden = v; paarweise verschieden
i=1

M l.u. + v;’s paarw. versch.
—

alle A; = 0.
Also ¢ (M) l.u.

»=“VM CV:Mlu = ¢(M) lLu.
zu zeigen: @ injektiv.
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§6 Basis und Dimension

Sei ¢(v) =0,v€V.(dh.v € Kero)
zu zeigen: v = 0.
Wihle M = {v}. Dann:

{v}Lu. = {o(v)} lLu.

{v}lu.ev#0=0¢(v) #0< {@o(v)} Lu.
Also: ¢(v) =0=v=0.

(2.41) Folgerung

K| =g <o
|K"| =q",dimgV =n=|V|=q¢".
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§7 Unterrdume von K" und K'*"

Beispiele
R n-dimensionale euklidische Raum
Z, Gitterpunkte im n-dimensionalen Wiirfel Seitenlédnge p. z.B.: Z%

Matrizen liefern UR:

(2.42) Definition (Fundamentalraume)

Sei A € K™
2
Die folgenden vier Unterrdume heien die Fundamentalrdume von A. A = (sy,...,s,) =
Zm
SR(A) := (s1,...,s,) Spaltenraum
ZR(A) :=(z1,...,2m) Zeilenraum
Lo(A) :={x€K"|A-x=0} Nullraum
LOA) :={x € K ™x-A =0}
Es ist

Rg(A) :=dimZR(A) Rang von A.

Erinnerung
() : K™ — K™ A — AT ist isomorph, vgl. Beispiel (2.11b).

Insbesondere: (-)' : K™ — KX 51— s
(')IIlenHKn,Z’—)Zt

(2.43) Satz + Beispiel
Fiir jede ¢ € Hom(V,W) gilt:

a) U<SV=oU)<Ww Ub.
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§7 Unterrdume von K" und K<™

b) U= (M),MCV =)= (pM)) Ub.
. (240) :
c) A BasisvonU = ¢(ZA) Basis von ¢(U)
d) dime(U) = dimU
Beispiel SeiU < K"™". ¢ =()
a)
a) U'={ulucU} <K™™
b) U={A1,...A) = U 2 (A, A
¢) (Ai,...,A,) Basis von U < (A},...,Al) Basis von U’

d) dimU' 2 dimU.

(2.44) Folgerung (Zusammenhang zwischen Fundamentalraumen)

A € K™ Eg gelten:

a) SR(A)' =ZR(A"),ILo(A)" = LO(A")
SR(A")" = ZR(A),Lo(A")" = L.O(A)
SR(A") = ZR(A)",ILo(A") = LO(A)
SR(A) = ZR(A"), Lo(A) = LO(A")

b) % Basis von ZR(A") “&" %' Basis von SR(A).

% Basis von Lo(A") < %' Basis von L°(A).
dimZR(A") = dimSR(A)
dimLo(A") = dimL°(A)

¢) Fiirx € K" :x € ZR(A) & x' € SR(A)
Fiirx € K" : x € Lo(A) & x' € LO(AY)
d) U' =SR(A) < U = ZR(A")
U'=Ty(A) & U =1°A"

; (2.43b)

Beweis von (2.44)a) SR(A) = (s1,...5,)" = (s},...5,) =ZR(A")
Lo(A) ={x € K"MA-x=0} = {¥|x eK",A-x=0} = {d|x eK" X - A =0} = {yly e K"y - A =0} =
X AI=0=0

LO(AY)

(2.45) Satz
A e KmXI’l

a) Elementare Zeilentransformationen an A éndern weder ZR(A) noch Lg(A) .
Ubung Satz (1.13)
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Wenn A in Zeilenstufenform, dann bilden die nicht-Null Zeilen von A eine Basis von ZR(A). vgl. Beispiel
(2.18b)

Insbesondere: RgA = dimZR(A) = #Stufen = r.

Folge: #Stufen ist unabhédngig von der Zeilenstufenform einer geg. A.

Wenn A in Normalform ist, dann liest man eine Basis von ILy(A) so ab:

Matrix in Normalform sieht so aus: A =

Um die Losungsmenge abzulesen erginze (-1)en fiir *-Spalten:
Die Spalten von L erzeugen L (A).

Die Spalten von L sind l.u. wegen des (-1)-Blocks.

Also: Die Spalten von L bilden eine Basis von ILg(A) = Lo(A) = SR(L).
Insbesondere: dimLg(A) =n—r =n—RgA

(2.46) Folgerung (Zusammenhang von Dimensionen von Fundamentalraumen)

Sei A € K™

a) dimSR(A) =dimZR(A) =RgA

Spaltenrang = Zeilenrang = Rang

b) RgA =RgA’

Beweis: Betrachte ¢, : K" — K", x— A-x

Dann ist

Im @4 = SR(A)
Kergn — Lo(4) } (2.14b)
1. RgA :=dimZR(A)

2. Rggs :=dim(Im@,) = dimSR(A)
zu zeigen: RgA = Rg@(A), dann folgt a).
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§7 Unterrdume von K" und K<™
. . (2.45)
3. Def@, :=dimKer@y =dimLy(A) =" n—RgA.

Dimen(sizoil;formel n=Rg@s+Defps =Rgps+n—RgA

= RgA =Rg@4. = a).

b) (2.44a) SR(A)' = ZR(A") = dimSR(A)' = dimZR(A")
RgA = dimSR(A) = dimSR(A)' = dimZR(A") = RgA'.

(2.47) Beispiel

1 41
_ |t 32 4x3
A= 1 2 3 eR
1 1 4
Basis + Dimension von SR(A)?
1 1 11
SR(A) =ZR(A")' A'= (4 3 2 1| cR>*
1 2 3 4
1 1 1 1 1 1 1
AlsA=10 -1 -2 -3]~A=[(0 |1 2 3
o 1 2 3 00 0O

((t 1 1 1),(0 1 2 3))Basis von ZR(A")

Basis von SR(A).

alternativ: ,,Spaltentransformationen *“ an A bis zur ,,Spaltenstufenform “.

1 4 1 1 0 O 1 L() 0
1 3 2 1 -1 1 1 1] 0
A: o d A
1 2 3 1 -2 2 1 20 0
1 1 4 1 -3 3 1 3 0
Spaltenstufenform
1 0
1 1 .
= ol s Basis von SR(A).
1 3

(2.48) Beispiel

K beliebig.

1 010101

01 1001 1]ek¥™
0001111

Bestimme Basis + Dimension von L(A).
Spaltenvertauschung 3. < 4. bringt A auf Normalform:
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(2.45¢): Lo(A) = SR(L)
dimLo(A=n—RgA=7-3=4
= Lo(A) = SR(L) mit

1 1 0 1
1 0 1 1
-1 0 0 O
0 1 1 1
0O -1 0 O
0o 0 -1 0
0O o0 0 -1

Spalten von L

Spalten von L bilden Basis von ILo(A).

1 1 0 1
1 0 1 1
-1 0 0 0
vorher Lo(A)=K-| O |+K-| 1 [+K-| 1 [+K-| 1
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

(2.49) Bemerkung

SeiA e K™" ue K" VveK"

a) u € SR(A) & A-x = b losbar
Ub.
Test ,,u € SR(A)7* heifit: LGS 16sen!
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b) welLp(A) &A-v=0
Test ,,v € LMy(A)?* heiit: Einsetzen in Multiplikation Matrix - Spalte.

¢) War nicht in der Vorlesung, kommt aus Vorversion des Skriptes, ebenso wie der Beweis
v EZR(A) & A'x =V 1osbar (LGS 16sen)

Beweis zu ¢)
vEZR(A)

(-)*1somor phismus

Vi € ZR(A) = SR(A)' & Aty =/ losbar.

Darstellung eines UR als SR, I(?

U als SR bedeutet: Erzeugendensystem finden.
U als Iy bedeutet: beschreibende Gleichung von U zu finden.

(2.50) Satz
Jeder Untervektorraum U < K™ ist Spaltenraum einer Matrix A € K"™*" mit n = dimU = RgA.
Beweis Wihle eine Basis (1, ...,u,) von U und trage (uy,...,u,) in die Spalten von A ein.

(2.51) Hilfsatz

SeiA € K" L € K™, dann gilt:
Lo(A) =SR(L) = Lo(L") = SR(A")

Beweis

»C“ SR(L) CLp(A) = A-x=0Vx € SR(L) = A-s =0V SpaltensvonL = A-L=0=L"-A"=0'=0=
L'-s =0V Spalten s von A" = L' -x = 0Vx € SR(A") = SR(A") C L(L").

SR(L) = Lo(A) = Rg(L) = n—Rg(A) = Rg(A’) = Rg(4) = n—Rg(L) = n—Rg(L') = SR(A') = Lo(L").
O

Einleitung zum weiteren Vorgehen

Normalenform

E={veRvL n V={veR) vxn =0}=1Lo(A)mitA= (ny,ny,n3).
Normalenvektor Skalarprodukt

Vorteile:

* effektiver da A nur 1-zeilig.

e Test,x € E?“ einfacher.

82



§7 Unterrdume von K" und K™

Ebene in R? durch 0 (Schule)
Parameterform
E={A-utu-vA,u R’} =), uveR?
up v
= SR(A), u vy
usz v3

Vorteile:
* Basis steht schon da
* einfach Punkte der Ebene zu erzeugen

allgemein U < K",dimU =d

U=SR(A) U =Ly(A)
nx d (n—d) xn
A & K mindestens A e Kmindestens

dimLo(A) =n—RgA, A€ K™
d=n—(n—d)

RgA <m,n

RgA < min{m,n}

A € K™=

A= = Lo(A) =SR(L)

Das ,,Normalform-Verfahren “ bietet Losung fiir das Problem ,,Schreibe einen gegebenen Nullraum (hier Ly (A))
als Spaltenraum (hier SR(L)) ““. Wir brauchen die Umkehrung!

Idee: Diagramm Spiegeln
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§7 Unterrdume von K" und K™

e e e e e e e R |- -
+ - ey —_— r R —_
e el o —— B e
b e e e e e e
- — = — ————— | ——— ———|—3—
SN S U SN S U S S S S I S S

) s | [

(2.52) Satz

Jeder Unterraum U < K" ist Nullraum ILy(A) einer Matrix A € K", wobei m =n - dimU = Rg(A)

Beweis
1. Schreibe U = SR(M)
2. Setze L:=M" (2.77)
3. Schreibe Lo(L) = SR(B)  (3.77)
4. Setze A:=B'

Lo(M') = SR(B) 2" Lo(B') = SR(M) = Lo(A) = U

(2.53) Beispiel Codierungstheorie
ai
K beliebig., US | ay | |a; =ay = a3 } <K

as
Problem: Finde A mit U = LLy(A).

1. A=SR(M)mitM:= (1|, RgM=1
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§7 Unterrdume von K" und K<™

3. Lo(L)=?, dim=2
L= (1 1 1) istin Normalform

—1 0
0 -1 =B
= Lo(L) = SR(B), Re(B)=2
—p_ (1 -1 0 2x3
4.A._B_<1 0 _1>€K
a
U=1LyA)= blla=b=cp; A-x=0
c

Fiir U haben wir 1 erzeugendes Element bzw. 2 beschreibende Gleichungen (die Zeilen von A : a = b,a = ¢)

Anwendung Codierungstheorie K =[,.
8! [Fehler € € I’

—

Kanal

Sender sendet Codewort ¢ € [} —

Empfinger empfingt Wert w = c+ € € I}

z.B.
1 0 1
c= 0 €= ! w= !
1 0 1
0 0 0
Annahmen:

* es gehen keine bits verloren

« Fehlerwahrscheinlichkeit , klein“ (< 1)
Ziel:
Empfénger soll Fehler erkennen kénnen bzw. sogar korrigieren kdnnen, etwa so:

Fiir ((1)) wird <E(1)’(1)’(1)D gesendet. (Wiederholungscode)

Bei Empfang von (0,1,1) oder (1,0,0) ist mit Sicherheit ein Fehler aufgetreten.

Aufgabe
Sei n fest. Finde geeignete Codes d.h. Teilmengen C von IF; inkl. Kodiervorschrift und Priifvorschrift.

(2.54) Definition (Codeworter, Generator- und Kontrollmatrix)

Ein UR C < I} heiBt (binirer) linearer Code der Linge n. Die Elemente von C heilen Codeworter. Es gibt
24imC Codewdrter.
|C| =2F,  k=dimC (Folgerung (2.41))

Codierung Sender wihlt G € (IF,)"* mit C = SR(G).
Die Codierungsabbildung ist der Isomorphismus:

c: Ff - C,v—G-v
k Bit n Bit

c ist Isomophismus:

Im(c) = SR(G) = C, d.h. ¢ surjektiv

= Rgc=dimC =k = Defc = k —Rgc = 0 = c injektiv
G heifit Generatormatrix.
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§7 Unterrdume von K" und K<™

Prifung Empfinger wihlt H € ]an—k)xn mit C = Ly(H). Zur Priifung Empfangswortes w € 5 wird H - w
berechnet.

H-w=0=we&(C=- (wahrscheinlich) kein Fehler passiert.

H-w#0=w¢ C=- mit Sicherheit Fehler passiert.

H heifit Kontrollmatrix von C.

(2.55) Bemerkung (Fehler)

Es bleiben genau die Fehler € € I} unerkannt, fiir die H - € = 0 ist, d.h. sie selbst Codewdrter sind.
Beweis Seiw =c-+¢€.

€ bleibt unendeckt & H- w=0<H-(c+€)=H-c+tH-e=0&H-¢=0

=0

Annahme: 1-fache Fehler am hiufigsten.

(2.56) Beispiel

0 1
c=<1|(0],]|1 <F3,n=3,K=dimC=1
0 1

aus Beispiel (2.53):
1 -1 0 1 10
C=LoH),H = (1 0 —1) B <1 1>

1
Erkenne Fehler: alle aufler | 1
1

=)

Codierung c: IE‘% — C, (x) — G- (x) =|x

N}

Prifung: H-w=H- | b :<a+b>;0 w=
c a+c

o S Q

(2.57) Satz (Fehler)
Sei C binirer linearer Code mit Kontrollmatrix H.

a) Sind die Spalten von H alle # 0, so werden alle 1-fachen Fehler erkannt.
€

Ein Fehler € € IF'5 heilt 1-fach, wenn € = | : | genau eine 1 enthilt.
&n
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§7 Unterrdume von K" und K<™

b) Sind die Spalten von H paarweise verschieden und # 0, so konnen alle 1-fachen Fehler korrigiert werden.

0

Beweis ¢ l-fach=e=¢;=| 1 — i-te Bit ist gekippt, fireini € {1,...,n} H -e; = i-te Spalte von

H.
a) H-e; #0firallei € {1,...,n} 2V Jlle Fehler £ = e; werden erkannt.

b) Die Abbildung f :n — IF'5, — H-e ist injektiv. (weil Spalten von H paarweise

l
Stelle des 1-fachen Fehlers Priifungsergebnis
verschieden).

Also kann man aus dem Priifungsergebnis H - ¢; die Stelle des Fehlers ablesen!

(2.58) Beispiel (Konstruktion von Codes (Hamming-Code))

n—d)

Wir konstruieren H € F2( “" Dann C := LLo(H).

Mit:
* Rg(H) klein (n groB), dann |C| = on—Rg(H)
 Wiihle die Spalten von H paarwiese verschieben und # 0

Beispiel
Rg(H)=3, HeTF", n=17
1 0
H=|0 1
0 0
IC| =273 =2%=16.
C := LLo(H) heifit Hamming-Code

Aus Beispiel (xyz?) wissen wir:

1 1 01
1 01 1
1 0 00
C=SR(G),G=|0 1 1 1
01 00
0010
00 0 1
Nacilricht:

V= ? €F24

0
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§7 Unterrdume von K" und K<™

1
0
1
c:v—G-v=|1]| € ]F; wird gesendet.
0
1
0
Empfangswort:
1
0
1
w=c+e=|0 G]F%, E=ey
0
1
0
0
Priifung/Korrektur: H-w = | 0 | # 0 = Fehler passiert. 100 = 4-te Spalte von H (Bindrdarstellung, liegt an
1

besondere Konstruktion von H) = Fehler an 4-ter Stelle.
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

(2.59) Bemerkung (Basen entsprechen Koordinatensystemen)

Sei dimV = n. Es gibt eine Bijektion {Basen von V' } « { Koordinatensysteme von V }

B=i,...,vy) = Kg: K" =V, ej— v
2 Basis (:>) Ks: Koordinatensystem. % = (k(e1),...,k(e,)) — K: K" =V
2.32

% Basis 2 Koordinatensystem.
X
Firallex= | @ | € K" gilt: k(x) = k(Y xie;) =Y. xi - k() = Y xi-v;

Xn

(2.60) Satz

Seien V,W K-VR mit fest gewihlten Basen <7 von V und % von W, dimV = n,dimW = m. Zu jedem ¢ €
Homg (V,W) gibt es genau eine Matrix M € K"*" mit der Eigenschaft:

WeV: Zg(o(v) =M Zy(v)

hier bezeichnet 2 = K;{l :V — K" die Koordinatenabbildung. k., : K" — V,e; v, A= (vi,...,v,)

Xy V— K" v e

()= Zgo@=0uo 2y

(2.61) Definition (Abbildungsmatrix)

Die Matrix M heif3t Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. &7 und %, geschrieben M, bzw. 7 Mﬁf

Beweis von (2.60) Eindeutigkeit: Es gelte (*). Sei &/ = (vi,...,v,). Fiir jedes 1 <i < n gilt:
%W(Vi) = é;.

Also mit (*)

M -e; = i-te Spalte von M = Zz(@(v;)).

Existenz: Setze M := (s1,...,84),8 ;= Z (@(v;)).
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

A
Sei v € V beliebig, etwa v = {‘, Aivihi € K= Z,v)=1| |,
i=1 ;Ln
M- 2y (v)= 'lei'si = ‘lei‘ Za(o(vi)) = %ﬂ(ﬁlli‘P(W)) = Za(9(Y Ai-vi)) = Zz(9(). O
i= i= = i=1

N——

=V

(2.61.1) Merkregel zum Aufbau der Abbildungsmatrix '%)M;f,{ einer linearen Abbildung
o:V-W

In der j-ten Spalte von '%)Mf stehen die Koordinaten des Bildes des j-ten Basisvektors aus .7 beziiglich der
Basis A.

(2.62) Beispiel

Wir bezeichnen mit & = &, die Standardbasis (ey,...,e,) von K".
Kg : K" — K"

Do KT — K" die Identitit.
& -

Dann sind

a) Sei 0y : R? — R? Spiegelung an e;-Achse. Was ist ¢ Mf,;?

= )}0)

€l €2

oo(e1) =e1 op(e2) = —en
Zetote) = (o). Zetoten = ()
= M5 = ((1) _01> =: 5.

#(()) =) =(5)

b) Sei pg : R? — R? Drehung um o gegen den UZS.
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

Was ist My, =?
cos o
Paler) = (sina>
—sina
Paler) = ( cos o )
My, = EME — (cosa —sma) R,

Pa sinet  cosd

o) )

c) Sei pq:K"— K™ x+—A-xmitA € K™*",
MG, = A.

d) Betrachte ¢ = idy. Dann ist Z Mi”fv = E (Einheitsmatrix) bzgl. jeder Basis % von V.

(2.63) Bemerkung

Seien Basen 7, % von V,W fest gewihlt, ¢ : V — W linear.

a) Lo(My) = Zz(Ker@)
Ker g = K (Lo(My))

b) SR(My) = 25(Img)
Im ¢ = k»(SR(My))

¢) Rgp=RgMo.
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

(2.64) Beispiel

Sei V =Poln(R) = {ap+a; -x+...+a, -x"|ap,...,a, € R}.

V ist R-VR mit Basis & = (1,x,x%,...,x") und dimg V = n + 1.
Q: VW fif (f" = Ableitung)

ist linear. Was ist ‘@M;? ?

o(x) =i-x! fir 1 <i<n
¢(1)=0
¢x) =1
PO?) =2-x=0-142-x4+0-2+...
(,D(Xn) — H'X’171

0100 0

020
My — 03 e R(H+D)x(nt1)
: n
0 00 0

Seip=ap+a;-x+...+a, -x" € Poln(R).

ap
ap
Zap)=| .
an
01 00 0 ap
. . al
02 0 : : 2-ay
P03 : : 3-a3
Zp(p) =My Zp(p)=| = A I U e B
S : - n
. . . n . O
0 0 0 0 a,

=p=a1-142-asx'"+3 - a3xxX>+.. . +nxa,xx"" +a-x".

1
0
Lo(My) = ) = Ker¢ = (1) = {ag|lap € R} konstante Polynome
0
1 0
0 1
SR(M(p) = N T A ) ) 1
0 0 0
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

(2.65) Folgerung

Seien &7, %#,% Basen von U,V,W.
Seien @ :V — W,y :U — V linear.

) M=

b) Sei dimV = dimW, also M quadratisch.
¢ bijektiv < M, invertierbar.
In diesem Fall: %Mf_l = (%M;?)_l.

(2.66) Beispiel

a) Sei o, : R* — R? die Spiegelung an dieser Achse:

Was ist My, =7
Schreibe 6y = Py 0 Gy o P—_g.

(2.65a) cos?a—sin>o  2-sino-cosa

~ Mo, =Ra-So-Roo=... = <2-sina-cosa sinza—cosza) = Sa
1 V3

z.B. S3()°= <\% 21>.
2 2

(2.67) Folgerung + Definition

Seien o7, % zwei Basen von V,dimV = n. Es gibt genau eine Matrix 7 € K" mit der Eigenschaft:
WeV:Zgv)=T - Zy()

bzw.

Xp=0roZy

Dieses T wird Basiswechselmatrix bzw.Basistransformationsmatrix von <7 zu % genannt, geschrieben:
AT

Esist 2TY = M7

& und “TY =“MF = (PMg ) = (PTY) 7
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

(2.67.1) Merkregel zum Aufbau der Basiswechselmatrix 7z Tq;‘z{

In der j-ten Spalten von

'@Tg{ stehen die Koordinaten des j-ten Basisvektors aus <7 beziiglich der Basis 2.

(2.68) Beispiel

V=R%E = (e1,e1), B = (;>’ <_12>

Vi V)

= BTE — (ﬁ )‘7 Schreibe: e; = A - vy + 1 - v, (LGS)

2B.v— (‘31>. P (‘31>
rao-or ot (43 (3)1.6)-()
(

Probe:v=1-vix1-v, /

Alternative: v = (31> =A-

(2.69) Basiswechselmatrix

o, /' Basen von V, %, Basen von W, ¢ : V. — W linear.

; PBagd
B gB T My o g
Mg, ¢ Mg,

(2.(;5&1)%/ o' _B

o
idyy ogoidy — M(P

(2.70) Beispiel

(98]

Sei @4 : R? — R?,A= <

u.mu.w
DB

Es ist gM;”; =A.
Gibt es eine Basis Z von IR? mit besonders einfachem Z M, g ?

z.B. % = (é) , (_12> aus Beispiel (2.68).

Vi V2

) ; 12
A B Brod _ 1
! _<2 1) = (—2 1)'

o =& = (e1,er).
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

12 -3 4\ (1 -2 5 10\ (1 -2
BpYP — BTE EyE SR _ 1 1 . _ 1. . _ 1,
Mo, =717 "M, - "T7 = 5 (—2 1) 5 (4 3) (2 1> % <10 —5) (2 1> 5

GG )6 565

Im Bild: Basis ist nicht mehr e, e;, sondern nun vy, v,

@, ist Spiegelung an der vi-Achse.

Bemerkung: m =dimW,n =dimV.
Die Zuordnung Homg (V,W) — K™ ¢ — ‘%M;;{ ist Bijektion.
Spezialfall: W =V.
Endg(V,V) — K" @ — M, Bijektion
Aut(V,V) — GL,(K) Bijektion
{¢:V—V|¢ Isomorphismus}
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Einige Beispiele

o dimW =m,dimV =n < oo

o = (ky(e),..., Ky (en))
. V:KZXZ, dimV =4

.. 10 0 1 00 00
Basisist z.B. & = <0 0),(0 0>,<1 0)7(0 1>

vy V) V3 N

2
2 7 7
‘%f(o —1) o
N— -1
=v
v=2-vi+7-v2+0-v3—1-v4.

. V:KZXZ, W:K2><2
o:V—-W

a b 0 a
0 0)-G %)

. 10 0 1 00 00
ma = (5 0) (o o) (1 0). 6 1))
siehe Merksatz (2.61.1):

1 0\ [0 1
"’(0 o)_(o o>

0 1y _ (0 O
"’(0 o)_(o —1>
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§8 Lineare Abbildungen und Matrizen

aS) aS)
NN
SO = O
- o O O
~ N~
I I
7 N "
-0 O O
SO OO
oo O ~—M"~—_~

0 O 0

1 O 0
g g d
M"’_OO 1

0 -1 0
Probe:

a a 0
ab%dblﬁ~M.b_a3{Q¢0a
c d c 1ec] | 4 d —b

d d —-b

:>(a b)g(O a>
c d d —b
zB.RgMy=3=Rgp=3
=Defop=4-3=1

(2.70.1) (2.67) Bemerkung (Basiswechsel entsprechen Isomorphismen)

Basiswechsel entsprechen Isomorphismus

Z & entspricht p:V—V
~ ~~ o) =Vi(ji=1,..., n)
(V1yeesVn) VooV : J
B~ %' entspricht o~
, — @:V—V
vi=(v))

Es gilt dann:
BB _ B\ P (: %M;?‘f)

Wdh.
o:V-W

. . V4
%C@(V) - M(pxﬂ(\,v)

. 192 2! oo o g a 2
¢ (Basiswechselsatz) ‘M;)A =0T ‘M;fo”T‘%

(2.70.2) (2.68) Folgerung
B, % Basisvon V, T :=#T#
Xz (V) =T "oxs(v)

2. Sei ¢ € Homg(V,V) Schreibe Mf fuer ”M(f
My =T 'oMJoT
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(2.70.3) (2.69) Beispiel

1 -2 / 1 -2 / /
V=RB=E = (ere0), —(va,va>,va—(2),v;—( D)= () ) =

Tl_B'TB_...;< )
(3 =i (4 5)(3)-4(2)-()
v (3 (1)1 25)

Bessere Beschreibung von ¢4? z.B. E ~~ B!

||
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§9 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

Sei K Korper, A € K",
A invertierbar A € GL,(K) < ¢4 Isomorphismus (bijektiv x — Ax) < RgA = n < Vb € K" ist Ax = b eindeutig
16sbar (dann ist A~'b die eindeutige Losung).

Anwendung der Inversenmatrix:
* Basiswechseln (T~ !)
* Umkehrabbildung
» ein LGS losen fiir viele verschiedenen b (x = A~'b)

Invertieren

X b
Finde B€ K" mitA-B=E,,.
AB = E;, < die j-te Spalte von B ist LGS von Ax =¢; fiir j=1,...,n.
Ansatz: Lose alle A - x = e; gleichzeitig, etwa so:

Gaul
AN

Al E, E, *

RgA=n -1
(Normalform)

denn die j-te Spalte ist Losung von Ax = e;.

(2.0.4) (2.70) Beispiel

_ (1 -2 22 —1 _ 9
T<2 1>€]R T-'=71

(2 Tlo ) 2=

(1 o] !
01—

wi— O
~__
o+

N |—
=
N—

7

|

W=
R =
-

[\

—_—N) —
N—

LU/LR-Zerlegung
deutsch: links-rechts, englisch: lower-upper

Sei A € GL,(K) (quadratische, invertierbare Matrix). Betrachte Matrixgleichung der Form

(*)L-U =A, wobei L, U € GL,(K)
z.B. E,-A=A.
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§9 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

(2.0.5) (2.71) Satz

Seien (s1,...,s,) die Spalten von L und (zi,...,2,) die Zeilen von U. Folgende Umformungen erhalten die
Gleichung (*):

(Typ 1) z; ~ Az, i~ 150, 0# A € K, 1 <i<n. (v=,wird ersetzt durch,))
(TypIl) zi ~ zi+Azj, sj~>s;j—Asi, A€ K, 1 <i# j<n.

A bleibt erhalten. (Vertauschung fiirs erste nicht erlaubt).

Anwendung Lose Ax = b

1. Lose Ly="»b

2. LoseUx=y
DannistAx=LUx=Ly=b. (L-U=A)

(2.0.6) (2.72) Algorithmus (LU/LR-Zerlegung)

A € GL,(K) Starte mit E,,-A = A, d.h. L= E, und U = A, und bringe U durch Umformungen aus Satz (3.71)
auf Zeilenstufenform. (genauer: obere ,,.Dreiecksform,,weil RgA = n) mit Einsen in der Diagonalen (falls die
Matrix iiberhaupt invertierbar ist). Am Ende hat L untere ,,Dreiecksform®.

(2.0.7) (2.73) Beispiel

2 6 2
A=| -3 -8 0
4 9 2
2 + (-3)
100l 2 62| 3 |2 0o 1 31/|]/3
01 0|-3 -8 0 0 1 0/-3 -8 0 +
0 1 4 9 2 0 0 1 4 9 2
+ 4 + (=3)
N 2 0 0|1 3 1 |- (—4) N 2 0 01 3 1
-3 1 0|0 1 3 -3 1 00 1 3 |-3
00 1|14 9 2 + 4 0 110 -3 =2 +
7
2 0 0] 1 31
= 20 0131 = -3 1 0|0 1 3 |=A=L-U
-3 1 0[O0 1 3 4 3 700 0 1
4 =3 1|0 0 7) 3
=L =U
Fiir jeden Schritt gilt, dass der linke Teil der Matrix multipliziert mit dem rechten Teil der Matrix A ergibt.

2
LoseAx=1| 2
3
2 Y1
1. LoseLy=| 2 |,y=| »
3 V3
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§9 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

2y =2=y =1 1
y2=3y1+2=y=5 =y=|5
Tyz=—4y1+3»+3=14=y;=2 2
1 X1
2. LoseUx=y=| 5 |,x=| x» | (Rickwirtssubstitution)
2 X3
x3=72
xp=—-3x3+5=—1 =X = —1

x1=-3x-x3+1=3-241=2

(2.0.8) (2.74) Bemerkung
A € GL,(K). Lose Ax = b fiir viele b.

LU-Zerlegung braucht ~ 1n> Multiplikationen.

Inversion braucht ~ %n3 Multiplikationen.

Fiir jedes b braucht die LU-Zerlegung ~ n> Multiplikationen. 2 - @ ~ n?

Fiir jedes b braucht A~'b auch ~ n?> Multiplikationen.
@4 surjektiv < existiert BmitA-B=F
Frage: Wie 16st man Ax = b fiir viele b’s wenn A € Km x n nicht quadratisch?
Anwendung:

V Nachricht € Z§

C = GV Codewort € 7
Empfinger 16st Gv = ¢ fiir v

(2.0.9) (2.75) Satz

Sei A € K™, Tst @4 injektiv, so existiert B € K™ mit B-A = E,,.
Ist Ax = b 16sbar, so ist B - b die eindeutige Losung.

Beweis:
B-A=E,=A"-B =E,

Zeige: existiert C € K™" mit A’ -C=E,,A' € K" und wihle B := C'

EK}ZXITI
¢ existiert & A'-x=ejl6sbar Vj
<~ Im(pAt =K"
KM K" . .
e @ar surjektiv
or:=K"—K" .
= n = Rgps = RgA" = RgA = RgQx

& Defos =n—Rgps =0
& @4 injektiv.
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§9 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

Ax=b=x= BA x=Bb
~~
:En

(2.0.10) (2.76) Beispiel

1 0
A= 2 —1 | eR¥? RgA=2= @, injektiv.
0 1

Gesucht:

BeR¥»3 mitB-A=E, A'-B' =E, firr B' € R¥2.

1 2 0|1 0 + N 1 0 2|1 2 - 1 0
0 —1 10 1 |- (=2) 0 —1 1]0 1 |-(—1) 01
1 2
¢ 3x2 1 0 0 2x3
AlsoB'=| 0 -1 | eR**bzw.B= eR
2 -1 0
0 O
1
1. LoseAx=1| 0
2
1 | 1
B-1 0 | = < ) > (Eindeutige Losung), Probe: A - < > =( 0
2 2
-1
2. Lose Ax = 0 J:
2
—1 .
B- 0 |= < 5 ) (existiert keine Losung, da die Probe fehlschlédgt)
2
1 —1 —1
Probe:A-< _2>— 0 =+ 0

-2 2
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Teil 1l

Determinanten und Eigenvektoren
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§9 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

det : K™ — K ist eine Abbildung mit z.B.
e det(A) # 0 < A regulir

* det(A-B) =det(A) - det(B)

. a b
Beispiel: det (c d> =a-d—b-c.
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§9 Determinanten
R kommutativer Ring, n € N, A € R**". Seien A = (s1,...,5,), sj € R" j-te Spalte von A.

(3.1) Definition
Eine Abbildung D : R™" — R heifit Determinante, wenn fiir alle 1 </, j <nund A € R gelte:

a) D(...,sj—l.—sj-,...) =D(...,sj,...)+D(....s;,...).
J
b) D(...,A-sj,...)=A-D(....sj,...)
a) und b) zusammen bedeutet, D ist multilinear.

c¢) D ist alternierend: D(si,...,s,) =0 falls Ji # j:s5; = ;.

d) D ist normiert: D(ey,...,e,) = D(E,) = 1.

(3.2) Rechenregeln fiir Determinanten

Sei D : R™" — R eine Determinante.

e) D(...,si,...,8j,...)==D(..., sj ..., s ... fiir alle i # j.
i—teSpalte J—teSpalte

£) D(Sz(1)>Sz(2)5- - +Sx(n) = SN T-D(s1,...,5,) VT € S, (also 7 ist Permutation).

neSn.n:(n(ll) 7;(22) ﬂ?fﬂ)

SgN T = (_ 1 )Anzah] der Fehlstandspaare von 7 __ (_ 1>An7ah] der Transpositionen von 7
(12 3 4\ B 1
Z.B..TC<3 ) 4><1 3) =>sgnmw=(—1)' = -1

8) D(ex(1):€n(2),---+€n(n)) = sgn7-D(E,) = sgn.
M|

Beweis von (e) O(é)D:(...,Si+Sj,...,Si+Sj,...) :D(...7S,‘,...,Si—l-Sj,...)—|—D(...,Sj,...,si+Sj,...)

1 J
()
éD(...,S,‘,...S,',...)—l—D(...,Sj,...,S,’,...)+D(...,S,‘,...,Sj,...)—l—D(...,Sj,...,Sj,...):D(...,Sj,...,si,...)—l-
. =0
D(...,S,’,...,Sj,...)
:D(...,sj,...,s,-,...) :—D(...,S,‘,...,Sj,...).
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§9 Determinanten

Rechnung Sei D Determinante.

aij
SeiA=(s1,....50) = (a;j) ER™", dh.sj= | [ =X aj-e
nj
n
DA)=D( s1  ,....s) = D(Y ai1-ei,s2,....5)
= i‘. aj;,1-€i; =l
i=1

@0
a: Za”l -D(ei], 52 ,...,Sn)
1.1:1 n

n n
= Z Zaihl -ai2’2-~-aimn~D(e,~1,e,~2,...,e,~n)

i1=1 i,=1
. . . . . 1 2 ... n .
D(e;,,...,ei,) # 0 nur falls i1,...,i, paarweise verschieden sind! D.h. falls | ;| . . | i=me s, st

1 I ... Iy
Also:

= ) ag(1)1,a02) 2 Ax(mn Dlex(1)s - enim)

Tes,

= Z Ax(1),15" " aan'(n),n'sgn(n)'

TEeS,

weitere Regeln:
h) D(...,0,...)=0
i) D(A-A)=D(A-s1,...,A-s,) =A"-D(A)

) D(st,....si+Asj,....sn) =D(...,85,...)Vi# .
——

i—teSpalte
Beweis.
h)y D(....0,..) = D(..,A0,..)=A-D(-...0,..) = 0.D(...5irervr5ir..)=D(orrri 80,
) D( )ﬁiralle/leR ( ) ( )furflzo (oosSiy s ) =Dl o
i J
D) D(sty..,8i+Asj,..80)=D(..., si ,...)+A-D(...7si 5. s ) =D(. s,
S—— ~~

i—teSpalte i =0
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§9 Determinanten

weitere Regeln:

k) detA = detA’ = auch fiir Zeilenumformungen erlaubt

B|C
I) det <T‘?> = detB-detD

m) detA-detB =det(A-B)
det : K" — K multiplikativ

n) T invertierbar: det(T_l) = deltT

det(T~'-A-T) = det(A)
,ahnliche Matrizen haben gleiche Determinante. “

(3.3) Satz (Leibnitz Formel)

Fiir jedes n € IN gibt es genau eine Determinante, geschrieben det : R**" — R,A +— det(A) =: |A|. Es gilt die
Leibnitz-Formel:

det(A) = Y azy1s--- angyi-sgn(m) = Y sen(m) [ [ ane)
i=1

TES), TEeS,

(3.4) Beispiel

n=1.det(a) =a.

1 2 1 2
Ay n=275= (1 2>’<2 1>
S—— —\—

sgn=1 sgn=—1

api; apn
det = lean-an+(—1)-an-ai2 = anaxn—ayan.
ai axn

Schema: Diagonale von links oben nach rechts unten mit positivem Vorzeichen, Diagonale von links unten
nach rechts oben mit negativem Vorzeichen.

b)_3S_123123123123123123
T EI 0 2 3\ 3 2\ 3\ 3 1)) 31 2) 32

N~

sgn=1 sgh=—1 sgn=—1 sgn=1 sgn=1 sgh=—1
air a2 4ds ajp-dazz-aszz —djg - adsz - a3
azy dz aj = —az1-aj2-azz+a -axn-aps
asp daszx dass +az1-apn-ax3 —az;-axp-aps

Regel von Sarrus:(nur 3 x 3 Matrizen)
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§9 Determinanten

0.
s ) | )1 ?,.
Beispiel:
1 2 3] 1 2
1 210 1 = 1-1-542:2:(-1)+3-0-0—(3-1-(—1)4+2-0-5+1-2-0)
-1 0 5(-1 0 =5+(—4)+0—(-3+0+0) =4.

¢) nbeliebig, A obere Dreiecksmatrix € K"*":

aip ap ... d
0 axp ... ay 5 . 1 ...
A= . . . = Ar(1),15-+ > Ax(n)n 750 nur fiir 7 =1id,, = 1 n
0 ... 0 au
= det(A) = . SEN(T)an(1),15- -+ »An(n)n = Q115+ - > ann ,Produkt der Diagonaleintrige.
ASAM

Funktioniert ebenso mit einer unteren Dreiecksmatrix!

d) Determinante mit ,,Spaltengaul} “ berechnen:

30 2 1 0 2 1 2 0
6 0 112302 o0 11232 1 o0
9 25 3 25 35 -2
me 23 .1 (2)
O} ! 0 0 Bsp. ¢)
=-3 2 -3 0 = _3'(1‘(_3)'(—2)):(—3)'6:—18.
3 11 -2

hat ,,Spaltenstufenform
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§9 Determinanten

(3.5) Laplace-Entwicklung + Beispiel

ai ajy,j—1 ait,j+1 aln
Aij=(—1 di-1,1 iz1,j-1 | Q-1+ Gizln | i te Zeile und j-te Spalte ,,streichen’
' ait1,1 Ait1,j—1 | Ai+1,j+1 dit+1,n
(278 An,j—1 ap,j+1 an.n
cR(n—=1)x(n—1)
heilt Adjunkte zu a; ;.
Laplace-Entwicklung nach der
n
* i-ten Zeile (1 <i<n):detA= Y a;;-Ai;
i fest j=1
n
 j-ten Spalte (1 < j<n):detA= Y a;;-A;;
Jj fest i=1
Vorzeichenschema:
+ - + -
- + - +
+ - + -
- + - +
+ - + -
Beispiel
i
2] 3 4
-1 0
+4 1.0 +3 -1
2 [0 -1 4
1 (l) ] — |1 3 4
= -2 -1 4 3 —1|-0...]4+0-
4 3 -1 11
2 -1 1
-1 1 -1 1 3 -1 4 —1
= (—2)-(0-...—1—3' ’ 1+1- 4 1 )—1~<1- 11 —3-2 | +4-

= —2-(3:(=3)+(-3)) - (2-3-6+4-(-10))
= —2.(=12)—(=56)
— 56+24=380
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§9 Determinanten

(3.6) Folgerung (det =0/ det £ 0)

Sei K Korper, A € K™

* det(A) #0 < Rg(A) =n.
* det(A) =0 < Rg(A) < n < Ax = 0 hat nicht-triviale Losung.

Beweis Sei A’ eine Spaltenstufenform von A.
Dann ist:

A’ untere Dreicksmatrix
¢ RgA = RgA’ =# nicht-Null-Spalten von A’
e detA = A -detA’,A #0
Folglich:
*RgA<m =a,,=0=detA' =d|,-a,,=0=detA =2 -detA’ =0.

* RgA=n:=alleq;; #0=detA' =a} |---a,, #OédetAz%o'dc;t{;l' #0

(3.7) Definition (ahnlich)

Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen dhnlich, wenn 7 € GL,(K) existiert mit
B=T"A-T

(3.8) Satz (Cramer’'sche Regel und Adjunktenformel)

Sei A € GL,(K),b € K",A = (s1,...,8,),5: € K".

a) Cramer’sche Regel:

1
Die eindeutige Losung von A -x = b lautet x = | . | wobei
Cn
ci:=——-det(sy,...,b,...,s
Jj detA ( 1 ,Tj’ ’ n)

b) Adjunktenformel: A~! = Lo (4; )",
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§9 Determinanten

Beweis

1
n
a) A- =b=b=Ys-¢
i=1
Cn

= det(sl,...,b,...,sn)
17

n
a).(b
(dé ) Zci-det(sl,...,Si,--'asil)
=~ 1J
=0 falls i#j

— Cj-det(SI,...,?l",...7Sn):Cj.det(A).
J

b) (i, j)-Eintrag von A~!
= i-Eintrag einer Losung von A-x = ¢;
a)
= gz ~det(s,. .. e, 80)
J
Laplace )
T detA

Ajj

Vorteile
1. Rechnung ohne Briiche (hdufig).

2. Keine Fallunterscheidungen notig bei Parametern.

(3.9) Beispiel

2 1 1
A=11 2 1|eq®3
1 -1 2

detA=8+1-1-2+2-2=

1
a=4{[0] 2 1|43
~1 2
2 1 1
CZ:%. 1 20 :%.(_2):_%
1 1 2
2 1 1
3=41 2 0[|=40=0
I -1 1
2
3
Also ist x = —% die eindeutige Losung.
0
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§9 Determinanten

5 -3 -1
A= -3 3 3] =[-1 3 -1
-1 -1 3 -3 3 3

Erinnerung

Die Polynome iiber K bilden den Polynomring K|x].
Kix| ={ap+a;-x+...+x,-x"allea; € K,n € Ny}
M € K[x]"" = detM = K|x]|

Polynom
Einrdge sind Polynome

(3.10) Definition (charakteristisches Polynom)

SeiA € K" A = (a,-J)
Man nennt

X—ai —ain —din
X—az>
det(x-E —A) = det

—_——

GK[/\‘]HXH ’

€K|x]

das charakteristische Polynom von A,geschrieben Y (x).

(3.11) Beispiel

2 1 1
A=11 2 1|eqs3
1 -1 2
x—2 -1 -1
xa(x)=det| -1 x—2 -1
-1 1 x=2

=(x—2P—14+1—-(x—2)+(x—2)—(x—-2)=(x—2P —(x—=2) = (x—=2)- (x—=2)> 1) = (x —2) - (x* —
4-x4+3)=x~6-x>+11-x—6

(3.12) Bemerkung

A e Knxn
n
Es ist deng(x) =n, day_1= —.Z ajj, ap= (—l)n -detA

i=1

(3.13) Satz

Ahnliche Matrizen aus K"*" haben das gleiche charakteristische Polynom. xa =det(x-E—A)
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§9 Determinanten

Beweis Seien A,B € K"*" shnlich, etwa B=T"'-A-T,T € GL,(K).
Dann gilt in K [x]"*":

xE-B=x-(T""-E-T)—(T""-A-T)

=T ' xE-T-T VAT

=T ' (x-E-A)-T

= xp = det(x-E —B) 2 det(x-E—A) = x4

(3.14) Beispiel + Definition

Sei ¢ € Endg (V) und A = ﬂMf fiir eine Basis # von V.
Dann sind detA und x4 unabhédngig von der Wahl von 4.
Grund: # M) =T~1- M7 - T mit T#T# € GL,(K).
#' M) ist dhnlich zu “ M}

Wir setzen:

det@ :=detM,

Xo = XM,

Einleitung und Wiederholung zum nachsten Teil

Homg (V,W) = {¢ :V — W|¢ linear}
(9+y)(x) = o(x) + y(x)

(A-9)(x) :=210(x)
KM := {M — K} ist K-VR.

D) Mo+y =My +My
i) My =AM,

EndgV ={¢ :V — V| linear}
MM/ - M.ﬁ/

¢ - ¢
Autg (V) := {¢ € Endg V|@ bijektiv}

Haben Bijektionen: (Basis 7 fest)
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§9 Determinanten

Aut, ( > GL(K)

\ i

{Basen von V}

A) - ((P(V1)9 oo (P(Vn))

Es gilt: Mf = (P )1

Beweis: *)T7 . MY =9 IMT T MY =9I MZ =E.

Objektbewegung vs. Kamerabewegung
Interpretation I I
Isomorphismus  vs. Basiswechsel
Folgerung:
1. Die Abbildungsmatrizen einer linearen Abbildung bzgl. verschiedener Basen sind Zhnlich zueinander.

2. Ahnliche Matrizen beschreiben dieselbe lineare Abbildung bzgl. verschiedener Basen.

202 .SeiB=T""-A-T.Sei T~ =#T . Sei ¢ € Endg(V) mit M/ = A
S B=BTI . T . ATE _ By P _ #
9 9 9

Einflihrung zu Eigenwerten

Qualitative Merkmale von ¢ € Endg (R?)
Def ¢ = dimKer ¢ o(v)=0

Fixpunkte p(v)=v

Eigenwerte o(v)=A-v A Eigenwert
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§9 Determinanten

invariante Unterrdiume

e.2
e1
Projektion: Def=1
eZ
1™
N ©
Drehung: Def=0
keine EW
eQ
A
L
X @
Spiegelachse
Spiegelung: Def=0

EW -1 q)(62) = —e
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§9 Determinanten

»NCD

- >

AN

invarianter UR

Scherung: Def =0
EW 2
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K Korper, V endlich dimensionaler K-VR, ¢ € Endg(V) = {¢ :V — V linear},A € K"*".

(3.14) Definition (Eigenwert, -raum, -vektor)

Seic € K.

V(ic,@):={veV]p()=c-v} 2{0}
V(c,A):={veK"A-v=c-v} D {0}

:V({"v(p/-\)

¢ heiBt Eigenwert (EW) Von{ ¢ Wenn{ V(e p) # {0}

A V(c,A) # {0}
Wenn ¢ Eigenwert ist, so heiBt V(c, @) bzw. V(c,A) der Eigenraum von ¢ bzw. von A zum Eigenwert c. Die
Vektoren # 0 aus V(c, ) und V(c,A) heiBen Eigenvektoren (EV) von ¢ bzw. von A zum Eigenwert c.

Beispiel:

EW 2
V(2,¢) =R?

Erinnerung: Fiir beliebige K-VR V, W ist Homg(V,W) (also insbesondere Endg(V)) ein K-VR mit +, -
(skalare Multiplikation) definiert durch:

* (@+y)(x):= o)+ y(x)
* (A-9)(x) =21 9(x)
VA €K, o, w € Homg(V,W).
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

(3.15) Bemerkung

¢ € Endg(V),A € K" ceK.

a) IstA= Mﬁ;f so gilt:
V(e,9) = Ku(V(e,A)) bzw.
Z3(V(c,9)) =V(c,A).

b) V(c,A) = Lo(A—c-E,) <K"
V(c,p) <V

c) 1 EW von ¢ < ¢ hat nicht-triviale Fixpunkte
d) 0 EW von ¢ < ¢ hat nicht-trivialen Kern

zub)xeV(c,A) & A-x=c-x
SAx—cx=0
SA-x—(c-E)-x=0
S (A—c-E)-x=0
< (c-E—A)-x=0

(3.16) Satz

SeiA € K" ceK.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) cist EW von A

ii) A-x = c-x ist nicht-trivial 16sbar
iii) Lo(A —c-E) #{0}

iv) Rg(A—c-E) <

v) det(A—c-E)=0

v’ det(c-E—A)=0

vi) xa(c), d.h. c ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A. Xa =det(x-E—A)

Exkurs zu Nulistellen in Polynomen

f(x)=ap+a;-x+...+a, x" € K[x]

ackK

fla):=ao+ay-a+...+a,-a" Einsetzen

K[x] ist Polynomring und K-Vektorraum.

a € K fest.

7, : K[x] — K, f — f(a) ist der Einsetzungshomomorphismus (und Vektorraumhomomorphismus und Ring-
homomorphismus).

Priife:
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

) w(f+g)=1(f)+1(g)
ii) T(A-f) =2 1(g)
iii) 7. (f-8) =1(f) T(g)

(i) < (f+¢)(a) = f(a)+g(a)
(i) & (A-f)(a) =27 -,
(iii) < (f-g)(a) = f(a) - g(a)

Bemerkung: Sei M = K[x]"" M =
detM € K|x] M(c) := (m;j(c)) € K™"

(detM)(c) = det(M(c))eK
€K
(detM)(c) = | Yosgnz ] [maq, (C)Zzsgnﬂ<nmn(l)z(0)>
€K T =1~~~ T i=1
€K|[x]
€K x|

(3.17) Definition

Ist ¢ € K eine k-fache Nullstelle von )4 bzw. )¢, so wird ¢ k-facher Eigenwert von x4 bzw. x, genannt.
Folge: A € K"*" hat hochstens n Eigenwerte.

(3.18) Beispiel:

0 1
DA={_1

der Drehung um 90° im UZS)

€ R? hat keine EW, denn )4 = x*> + 1 hat keine 0-Stellen in R. (vgl. genaue Interpretation

b) obere Dreiecksmatrix:
aj 1 *

A= hat EW ay 1,...,a,,
0 Ann

Xa (Bsp.:3.4c) (r— al’l) (- a2~,2) e (x— an,n)

¢) Ahnliche Matrizen haben gleiche EW, weil sie gleiche charakteristische Polynome (Satz (3.13)) haben, aber
im Allgemeinen nicht die gleichen EV oder ER.

2 1 1
dA=[1 2 1]|eq@3s
1 -1 2

aus Bsp. (3.11): g = (x—2) - (x> —4-x+3) = (x—2) - (x—1) - (x = 3)
also lauten die EW: 1,2,3 (jeweils 1-fach)
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenrdume:
16se dazu Lo(A —c - E3)

o
|
—
—_
—
—
$
—_
—_
—
$
O -

i
0]
o 1 10 [1]

0 1 1
c=2:1 0 1 ~0 -1 -1 ~ 0 1
1 0 0

-1 1 1
1
:>V(2,A):< 1 >
—1
-1 1 1 L1 1 —1 0 Lo [-1]
c=3 1 R 0O O 2 e 0 O 1 Spalten vertauschen 01 @
o1

1
e) A= <_01 0) € C¥2 (vgl. a))
Xa=x"+1=(x—1)- (x+1i)

EW: i, —i
RO T N B i 1 /(i
vt et T ()
. -1 1 -1 -1 i
viar ] e g (1)
f) V =R’ mit Basis (e, ez, e3)
-1 0 0
Spiegelung an e;,e3- Ebene hat Matrix | O 1 O
0 0 1
EW: —1,1
Eigenrdume:
(e1) ER zu -1

<62,63> ER zu 1

allgemeine Spiegelung
(3.19) Definition + Bemerkung

Sei dimV =n,¢ € Endg (V) und 1 # —1 in K. ¢ heifit die Spiegelung, falls gilt:
i) -1 ist EW von ¢
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

i) dimgV(1,90)=n—1
@ ist Spiegelung an V(1, @), der Spiegelungshyperebene

Bem.: Sei ¢ eine Spiegelung, 0 # v; € V(—1,¢) und (v2,v3,...,v,) eine Basis von V(1, ¢).
Wegen @(vi) = —v; # vy ist vy € V(1,9) = (vi,...,v,) L.u. und eine Basis von V. Die Matrix von ¢ bzgl.
(vi,...,v,) lautet

-1 ... 0
1
My = :
0 1
Besonderheit:
* M, ist Diagonalmatrix
* (vi,v2,...,v,) ist Basis aus Eigenvektoren

(3.20) Satz + Definition

Seien o/, %8 Basen von V, ¢ € Endg(V),A = Mf und T = “T% € GL,(K)

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
Seien B = (vi,...,vy)und T = (s1,...,8,),C1,...,cn €K
i) A bestehtaus EVvon ¢ (@(vi)=c;-v;)
ii) alle Spalten von 7 sind EVvonA  (A-s; =c¢;-s;)
cr ... O
iii) 7~!'-A-T ist Diagonalmatrix (7 '-A-T = :

b) o7 besteht aus EV von ¢ < A ist Diagonalmatrix

c) V besitzt Basis aus EV von ¢ < A dhnlich zu Diagonalmatrix
In diesem Fall heifit ¢ bzw. A diagonalisierbar.

Beweis SeidimV =n

a) Es gilt s; = 2, (v;) nach Def. (2.67) von /T,
(i) & (i) Wirhaben 1 <i < n:
Lo (i) =My - 2y (vi) = A-s;
und
Zacvi)=c-Zyvi)=c-si (c€K)
also p(v;)=c-vieA-si=c-s;
Das zeigt (i) < (ii)
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

b) Wibhle speziell Z = « d.h. T = E,,. Nach a) (i) < (ii) gilt:
o/ besteht aus EV von ¢ < alle Spalten von E sind EV von A
& alle ¢; sind EV von A 1<i<n
cl ... 0
& A hat die Form | : Lo
0 ... ¢
a) (1) & (ii):
Nach (b) angewendet auf 4 statt <7, gilt:
2 besteht aus EV von ¢ < ¥ Mf;'? Diagonalmatrix.
By % Brd o\t A TS ~1 :
Wegen Mf Basiowech sty .69 AT . My - T# =T~1.A-T folgt die Behauptung.
c) folgt sofort aus (i) < (iii) von a) wegen der bijektiven Zuordnung
{ Basen von V } — GL,(K)
B ‘Q{T‘@
(bei festem .&7)

(3.21) Beispiel

2 1 1
a) A=[1 2 1| eQ>3 istdiagonalisierbar.
I -1 2

Wir verifizieren die 3 Aussagen aus Satz (3.20a):

i) gemil Bsp. (3.18d) besteht die Basis

1 1 1
B .= o, 11,11 von Q3 simtlich aus EV von A, zu EW 1,2,3.
-1 —1 0
EW: 1, 2, 3
(verzichten auf Priifung der l.u. von by, ...,b3)
1 1 1
ii) Esist7T:=| 0 1 1] €GL,(K) und die Spalten sind EV von A zu den EW 1,2,3.
-1 -1 0
1 00
iii) Esist 7' A-T={0 2 0
00 3
Die Diagonaleintriige von 7! -A - T sind EW von A! (Reihenfolge beachten!!!)

b) A= <(1) }) € K**2 ist nicht diagonalisierbar (iiber keinem Korper!)

Wegen ya = (x— 1)? ist ¢ = 1 der einzige Eigenwert.

Wenn A diagonalisierbar wiire, géibe es nach Satz (3.20) ein 7 € GL,(K) mit T~'-A- T = <(1) (1)> =E
Daraus folgt aber, dass

A=T-E,- T '=T-T"'=E, 4,dal+#0

c) A= <_01 i) € K?*2 nicht diagonalisierbar fiir K = R:

Wegen ., = x>+ 1 hat A keine EW in R und somit kein EV. Also kann es auch keine Basis aus EV geben.
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

diagonalisierbar K = C:

gemil Bsp. (3.18c) besteht die Basis ((i) , (_11)) aus EV zu EW i, —i. Also gilt:

_1.._10 o (11
T AT-(0 i)furT—(1 _1>

geometrische Interpretation fiir K = R:

b) ist Scherung T—» — A
¢) ist Drehung um 90° im UZS T—» — l

Fiir beides gibt es keine Basis von R? aus EV

Zwischenfrage/Motivation

I. Warum Basis aus Eigenvektoren?

1. Abbildungsmatrix ist Diagonalmatrix — leichteres Rechnen
d ... 0 d ... 0

(z.B.Potenzmatrix: D= | : .. ! |[= Di : .o
0 ... d, 0 ... d

2. Es ist natiirlich, so vorzugehen (im geometrischen Kontext). Hat man z.B. einen 3-dimensionalen Raum
mit immanenten Bewegungen (lineare Abbildung), etwa die Erdkugel mit Rotation um die Erdachse,
dann versucht man, moglichst viele Koordinatenachsen (also Basisvektoren) in die Eigenrdume der Be-
wegung zu legen, etwa eine Achse in die Erdachse.

(3.22) Satz

Seien cy,...,c, paarweise verschiedene Eigenwerte von A € K"*". Aus jedem ER V (¢;,A) seien n; .u. Vektoren

(vgi), .. v,(j,)) gewihlt. Dann ist (vgl), . .vﬁ,‘l),vf), .. .v,%), . ..v,([Z)) Lu.

Beweis Induktion nach m
m =1 ist klar.
m>1,Ind. Vor: (v\" ... v{" V) Lu.

Sei Z Z Aij- vﬁ-i) = 0. Zeige, dass 4;; =0
i=1j=1

123



§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

0 = (A—cp-E)-0

- A—cpe ZZ% W)

i=1j=

m n;

B N (,) (l)
— Y X iy ( A-v; —m )
i=1j=1 AT

=c; v\ weil v) €V (c:.4)

m n

= Y Y Ay (ci—cm) 'vgi)

=1 =1
J —0 fiir i=m

= ),,-7j‘(c,-—cm)~v

Induktionsvoraussetzung
=

A ™ =01 B alle A ;=0

(3.23) Definition

SeiA € K", ¢ EW von A

a(c,A) := Vielfachheit der Nullstellen ¢ von x4 heif3t algebraische Vielfachheit von c.
g(c,A) :=dimV(c,A) = Def(A — ¢ - E) heiBt geometrische Vielfachheit von c.

1 <a(c,A),g(c,A) < n (offensichtlich)

! Wichtiges Ergebnis dieses Kapitels!

(3.24) Folgerung

Sei A € K<
a) Y glc,A)<n

cEW

b) A diagonalisierbar < Y g(c,A)=n
cEW

¢) X zerfillt vollstdndig in paarweise verschiedene Linearfaktoren bzw. A hat n paarweise verschiedene EW
= A diagonalisierbar (hinreichendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit, aber nicht notwendig. Greift z.B.
im Bsp. (3.1 d+e))

Beweis:

a) Seien cy,...,c, die verschiedenen EW von A. '
Wihle in Satz (3.22) zu jedem EW ¢, eine Basis (vg ), vﬁ,’,)) also n, = (c A)

Der Satz liefert ein l.u. Tupel der Linge Zn, Zg ci,A) daher an Zg ci,A) <dimK" =n
i=1 i=1
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

b) A diagonalisierbar ( ;:2>0 ) es gibt Basis aus EV < das Tupel aus a) hat die Linge n.

n
. . b . ..
¢) ci,...,c, paarweise verschiedene EW. = Z (ci,A) a):>)A diagonalisierbar.
N——

i=1

(3.25) Beispiel

a) A= <(1) }) € K**2 K beliebig

x4 = (x—1)? = 1 einziger EW. V(1,A) =o(A —E)
A—E= (8 é) SRg(A-E)=1=g(1,A)=2—1=1

g(lLA) <2 G2 4 nicht diagonalisierbar.

€ K**2 K beliebig.

xa=(x—1)-(x+1)=EW1,-1
Wenn 1 # —1 (z.B. K = Q,RC,F, mit p # 2) dann ist A nach Folgerung (3.24) diagonalisierbar.
K =1F,: 1 ist einziger EW.

0 1 0 1
A_I'E_(o —2)‘(0 o>
RgA—E)=1=g(l,LA)=2—-1=1<2

= A nicht diagonalisierbar ( iiber ).
(3.24b)

(3.26) Satz

Sei ¢ EW von A € K"*". Dann gilt g(c,A) < a(c,A).

Beweis: Sei g = g(c,A). Wihle eine Basis (vi,...,v,) von V(c,A) und erginze diese zu einer Basis % =
(vi,...,vy) von K.
Dann hat @4 : x — A - x bzgl. # die Matrix die Form
c
*
B _ C
M(PA -
0 B
Es folgt
xX—c
*
la:x(PA:det e
0 x-E—B
K'aistcgansatz (X . C) g. P
Also ist ¢ mindestens g-fache Nullstelle von x4, folglich g < a(c,A). O
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

(3.27) Folgerung:

A diagonalisierbar = ¥, zerfillt vollstindig in Linearfaktoren. Haben also ein notwendiges Kriterium fiir Dia-
gonalisierbarkeit.

Beweis: A € K"*" diagonalisierbar G4 Y g(c,A)=n
¢ EWN—~—~—
<a(cA)
= (degxa=)a < Y a(c,A)
cEW
= xa zerfillt vollstindig.
(3.28) Beispiel
01 0
a)A=|(0 0 1
2 2 -1
x -1 0
@) =0 x —1 |=x2(x+1)-2-2x=x4+x2-2x-2=x*-2)-(x+1)
-2 -2 x+1

Uber @ zerfillt 4 (x) nicht vollstindig in Lineafaktoren V2 ¢ Q) = A ist nicht diagonalisierbar iiber Q.
Uber R zerfllt x,(x) in paarweise verschiedene Linearfaktoren
= A diagonalisierbar iiber R.

b) A= <_01 é) nicht diagonalisierbar iiber R, weil y, = x% 4 1 iiber R nicht zerfillt. (vgl. Bsp. (3.18a))

c) A= <(1) _1 1> nicht diagonalisierbar im ]F%X2 (vgl. Bsp(3.25b)), obwohl das charakteristische Polynom

Xa = (x—1)- (x+ 1) zerfillt. Folgerung (3.27) ist also nicht umkehrbar.

(3.29) Beispiel:

Anwendung: Rekursive Folgen
Folge (a,)nen, in K definiert durch Rekursionsgleichung

a,:=c1-ap-1+cr-ap2+...+cr an_g, cieK
und Anfangsgliedern ay,...,a,—|
an c1 ... Ck an—1
ai_
a1 1 0 ... 0 k=l
= — — Cnkarl
: : @
An—k+1 0 1 0 An_k
a,+k—1 aj—1
:> : — Cﬂ .
dan ap

Was ist C", n grof3?
Idee: diagonalisiere C: T~!-C-T = D Diagonalmatrix.
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

>C'=c-....c=T-T"".c.T-TV.c.T-T'-....T* .Cc.T . T
—— ——
=T-(T7'.Cc.T)"-T!
d; dr
=T-D"- T 'mitD = = D"'= leicht!
dy ar
(3.30) Beispiel
a, =ap—1+ap—» (Fibonacci)
ap=0,a; =1
ap+1\ ., (1 o~ (11
:>( a, >—C <0 mit C = 1 0
xc(x):xz—x—l:EWsinchz:liTﬁ
(p-q-Formel)
. 1 1
EV sind v| = (_1+\f5>,v2: (_1_ 5>
2 2
1 1
_14+V5 _
=D:=T ' AT=| 2 0 ) iier= [ _LHV5S _1-V5
0 L= 2 2
2 —_——— ——

Vi V2

=C"=T-D"-T"!
(an+1> —C". <(1)> = erste Spalte von C".

an
= a, = Eintrag von C" in Zeile 2 und Spalte 1.

1+5 )" _1-
we- (i) () (o) 5 (5 )

2 2

Wissen

a(c,A) = algebraische Vielfachheit = Vielfachheit von c als Nullstelle von .
< g(c,A) = geometrische Vielfachheit = V(c,A).
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

@
@ ® ‘

(*) < A A) <
= Anz. fg EW g(C’ ) a(c, ) - Ag}?rb)(n,

= bedeutet an der Stelle:

1. Es existieren n paarweise verschiedene EW. =
2. diagonalisierbar =
3. xa zerfillt vollstindig in Linearfaktoren

klar aus (¥): 1. = 2. = 3.
4. fiir jeden EW ist a(c,A) = g(c,A)

klar aus (*): 2. < 3. + 4.

Siehe auch “Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit” auf den Folien der Vorlesung.

I (11 (1 0
Beispiel A—(O 1) undB—<0 1)

x4 = xp = (x —1)? zerfillt vollstindig in Linearfaktoren, aber A nicht diagonalisierbar.

A dhnlich zu B = Xa=XB
AB

(3.31) Definition + Bemerkung (Begleitmatrix)

Sei f(x) =x"+a,_1-xX""'+...+a;-x+ap € K[x] normiert. Dann heiBt

0 0 —ao

1 . —ai
cn=|2 " R R

: . . 0 —a,0

0 ««+ -+ 0 1 —ay
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

die Begleitmatrix von f.
Es gilt Xc(p) = f

,Jedes normierte Polynom ist charakteristisches Polynom einer geeigneten Matrix. “
z.B.

n=1: C(x+ag) = (—ao).

n=2: C(x*+ay-x+ap) = <(1) —ao>
—a

Beweis: Induktion nach n.

n=1: Xc(rap) = X(-ap) = X+ a0l =x+ao. /

x .o e DI 0 aO
-1 - ai
0 -1 . : :
n>1: XC(f): ) ) ) ) ) ) :\xE,,—C(f)|
N . . *. an—2
0 0 _1 x_‘_anil

LaPlace-Entwicklung nach der ersten Zeile:

x .« e .« e .o 0 al
—1 ay
. . —1 *
o -1 " : : _
Xey=x-| B B G
: s Tl : 0 1
: L aes e
O 0 _1 x+an71

XC(al +agxt..ta,_q A2 n=1

Indlorr.x'(al+az_x+.“_|_an71.xnfz_i_xn*l)_i_a():f(x). D

Page Rank ,,Google-Algorithmus*

n Webseiten: Sy,...,S,
S enthalte Links auf n; verschiedene andere Seiten.
Definiere die ,,.Link-Matrix“ L = ([;;) durch
. L S verlinkt auf S;
lij = 8 falls scfnst (inkl. i = j)
Die j-te Spalte enthilt die Links von ;.
Die i-te Zeile enthélt die Links auf S;.
Bsp.
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

- o O O

—_— o = O
O PI= O NI—
S O NI=I—

Besonderheiten:

¢ [ enthilt viele Nullen, d.h. L ist diinn besetzt

* die Spaltensummen sind alle =1 :
Yiili=1 vj.

Das Gewicht (Wichtigkeit) von S; ist x; := Z’}:1 lij

Problem: ,,unwichtige** Seiten, die sich gegenseitig verlinken, werden ,,wichtig".

n
Losung: Jede Seite hat nur so viele Stimmen wie ihrem Gewicht entspricht: x; = Z lijxj
j=1

Gewichte sind Losung von x = L - x, d.h. x ist EV zum EW 1.

(3.32) Definition + Satz

Eine reelle Matrix mit Eintrdgen > 0 und Spaltensummen = 1 heilit Markov-Matrix oder auch Stochastische
Matrix.
Jede Markov-Matrix hat den EW 1 und es gibt einen EV zu 1 mit Eintréigen > 0.

Beweis: Zeilensummen von A’ =1,d.h. | : | istEV von A’ zum EW 1.

1
= 1 ist EW von A. (A, A" haben gleiche EW.)

Trick zur Berechnung eines EV zum EW 1: Bilde die Folge
x,L-x,[* x> x,...c R"

(das ist ein Markov-Prozess)

Konvergiert sie, dann ist der ,,Grenzwert ““ ein EV zum EW 1.
Der Grenzwert ist leicht auszurechnen, weil L diinn besetzt ist.
X € R" ein beliebiger Anfangswert.

im Beispiel:

L.
11

L' —
|—o0

DY~ W
DY~ W
NS \S I SOV ]
NN AW
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§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

EV zum EW 1.

3
) 4
Also ist ’

2

Markov-Prozess: hier ,,Zufallssurfer

sinnvoller Anfangswert: x =
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8§11 Invariante Unterraume

(3.34) Definition

U <V heiBt g-invariant, falls o(U) C U.
In diesem Fall ist die Einschridnkung ¢y : U — U,u — @(u) € Endg(U).

(3.35) Beispiele
a) V und {0} sind @-invariant.

b) Alle Eigenrdume von ¢ sind ¢-invariant.
ueV(c,0) = (@) =(c-u) =c- @)= ¢(u) € V(c,p).
D.h. V(c, @) ist @-invariant.

¢) V =TR3, ¢ Drehung um o # k- 180°

Drehebene
« p-1nvariant

Drehachse
p-nvariant

d) Fiirjedesv € VistU := (v,@(v), 0*(v),..., 0" (v)) ein @-invarianter UR von V.

(3.36) Bemerkung

SeiU <V, ¢ € Endg(V).

Sei ./ = (vy,...,v4) Basis von U, d = dimU.
B = (vi,...,vy) Basisvon V, n = dimV.
Dann gilt

a) U ¢-invariant @Mff’ =

(n—d)xd

In diesem Fall ist N = MﬁU.
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§11 Invariante Unterrdume

a) und Kistchensatz
=

b) U @-invariant
d.h. Zy), teilt Zy.

Lo =Ly, ffirein f € K[x].

lv

Beweis

a) U @-invariant < @(u) € U YuelU

@ linear u. .
< NEU  VI1<i<
o/ Basis von U (P(Vl) SIixsn
*
: *
Zae(vi) = z; , | =d  vi<i<d
*
0
< Zpp(vi) :M?? - Zp(vi) :Mf'ei = j-te Spalte von M&?.

Firl <i<d:

Zap(vi) = Zz(@lu(vi)) = mit 2 (@lu (vi))-

eU

(3.37) Satz

Ae KM,
A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix. < ¥, zerfillt vollstandig in Linearfaktoren.

Bemerkung: iiber C ist das immer der Fall. (Fundamentalsatz)

Beweis: ,= “istKklar.

n
<= Induktion nach n. Sei y4 = Hx —cj.
i=1
Seivy € K" EW zu cy.

= (v1) @-invariant. Erginze v; zu einer Basis # = (vi,...,v,) von V.
Sei ¢ = @4. Nach (3.36):
C1 *
B __ nxn
M(p = 0 D ek

A= M(p dhnlich zu Mq, .

:XAZXM;?
=[lx—ci=(x—c1) xp
:>XD:HX—CI‘

i=2

Ind.yor.

=" ex. S € GL,(K) mit S~! - D - S = obere Dreiecksmatrix.
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§11 Invariante Unterrdume

Setze T :=

Dann ist: T € GL,(K),T~!

1| 0 1| 0 ci *
1 T — ) . =
My T o s! 0| D 0| S 0| S'D-S
obere Dreiecksmatrix.
Also ist A dhnlich zu oberer Dreiecksmatrix.
(3.38) Beispiel
12 2x2 2
a) A 3 4 e, f=x"—5-x+2€Q[x].
f(A)=A?2—-5-A4+2-E
7 10 1 2 2 0 00
15 22 3 4 0 2 00
xn=rf
f=x*-5x-2
mathematischer Hintergrunde beim ,,Einsetzen in Polynome “
f€Kx.

ac€K,t,:Klx| = K, f— f(a)
Einsetzungshomomorphismus

(Ring- und VR-Homomorphismus)
Tyl 1

A €K™ 14 K[x]z — Knxn,f — f(A)
(auch Ring- und VR-Homomorphismus)
T,: 1 = FE

z.B. f(A)=A?>-5.-A-2-E.

(Endg(V),+,0) ist Ring, der sogenannte Endomorphismenring. ¢ € Endg (V).
Tp : Klx] = Endk (V), [+ f(9).
(auch Ring- und VR-Homomorphismus)
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§11 Invariante Unterrdume

(f+8)e) = flo)+gle)

(f-8)e) = flo)ogle)
() = id

A-N)le) = A-f(o)

. 2 2 elf—)el+82
b) ¢: Q7 — Q7 ept—2-e1+en

f=x*-2-x—1€Qx.
fl@)=¢>—2-¢—id=@o@—2-¢—id € Endg(V)

f(@)(er) = (¢* =2 9 —id)(e)
= ¢(¢(e1) —2-¢(e1) —e
(
(e

ple1+e)—2-(e1+ex)—e
ple1) +@(e2) —3-e1—-2-e
e1t+er+2-e1+ey—3-e1—2-¢
= 0

f(@)(e2) =...=0
D.h. f(¢) ist die Nullabbildung.

f(¢) =01in Endg(v).
c)

(3.39) Satz

Sei ¢ € Endg (V) fest.
Jedes v € V ist in einem ¢@-invarianten UR U, mit:

1. dimU, = min{m € N|(v,0(v), 9*(v),...,0"(v)) La.}
2. Xoly, (@)(v) =0
N—_——

EndK(V)
Gilt f(¢)(v) =0 mit f € K[x], so gilt dimU, < deg f.

Beweis Seid: —mm{me]N](vcp(v), o"(v))lLa.} und U, := (v,0(v),...
);

Dann ist U, ¢@-invariant, weil (v, @(v), 9*(v ) ..... , @™ (v)) La.
dimU, =d, o = (v,@(v),..., 0% —1(v)) Basis von U,. Sei
d

—1
® =Y 4ol ek
i=0

Dann
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§11 Invariante Unterrdume

0 0 0 X
1 0 M
Mﬁw 0 1 : 1 | € K% also gilt nach Beispiel (3.31):
0
Do 1 Agy
Lolu =x4 = Qg -x = = .
Es folgt %o, (¢) = o? —Eli @', €Endg(V)
also =
Xoly (9) (V) 2/1 ¢'(v
f=an-X"+...4+a;- x—l—aOGK[]
O—f( V) =am-@"(v)+...+ai-@(v)+ap-id(v) m+ 1 Vektoren
=degf = m>d =dimU, B

wegen d. Minimalitét von d

(3.40) Bemerkung

U, aus (3.39) ist der kleinste ¢-invariante UR U mitv € U.
Nach (3.36b) ist x|, Teiler von x,. Man findet die kleinsten ¢-invarianten UR also so:

1. Bestimme fiir jeden Teiler f von g ein v € V mit x(¢)(v) =0, d.h. v € Ker(x/(9)).

2. Bilde U, fiir jedes solche v. (= dimy, < deg f).

(3.41) Beispiel

V = K3, ¢ Drehung um 90° um e3.
€3

0 -1 0
My=11 0 O

0 0 1
Ko =(x—1)- (X +1).
Bestimme
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§11 Invariante Unterrdume

9
1. Lo(Mq,—E) :V(l,(p) =...= < (0) > = <€3>.
1

S (R (AW RCT

—_———

2
M(P

Xo=(x—1)-(+1)
Cayley-Hamilton

Xo = (¢ —id) o (@* +id) 0.
Sei 0 # v € R? beliebig.
(9> +id)(v) =
O>(v) +v € {e3)
Also
Xo(@)(v) = (9 —id) (9> (v) +v)
=:we(e3) SD(IU) !
=o(w)—w LY
= w—w=0. ! /
we(e3) N L

= <€1,€2>.

(3.42) Folgerung (Satz von Cayley-Hamilton)
Sei ¢ € Endg (V) fest bzw. A € K"*" fest.

a) Xo(9) =0,%a(4) =0
(Satz von Cayley-Hamilton)

b) Sei xp = fi--- fr bzw. xa = fi--- f mit f; € K[x],deg f; > 1.
Sei m := max{deg fi|l <i<r}.
Dann gibt es einen @-invarianten UR mit 1 < dimU < m.

Beweis

a) Seiv €V beliebig, U, aus (3.39).

Nach (3.36b) ist x|, Teiler von Xo, d-h. Xyarpni = & X|,, flir ein g € K[x].

= Xo(9) = 8(9) o x|, (@)
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§11 Invariante Unterrdume

= Xo(9)(v) = 8(@) - (Xg, (9)(v))) = 0.
—————
=0 nach (3.39)
D.h. xo(@) =0 (Nullabbildung)
b) r =1 klar. Hier fiir »r = 2 (sonst Induktion nach r).

Sei 2y = f+g. Nach a) ist 0 = 24(9) = f(¢) 0 g(9).
Sei 0 # v € V beliebig.

= 0=1xo(0)(v) = f(@)(g(9)(v)).

1. Fall: g(¢)(v) =0=dimU, < degg <m

2. Fall: g(@)(v) #0. f(@)(v)) =0.
——

=
= dimU,, <deg f < m.

(3.42.1) (3.46) Beispiel (Matrix-Inverses mit Cayley-Hamilton

_ 12 N2 %2
A—<3 4>€(l
x—1 =2

Xa(x) = ( 3 y_4 ) =(x—1x—4)—6=x>—-5-2

nach Cayley-Hamilton (3.45): ya(A) =A% —5A —2E; =0
= A2 —-5A =2E,
=A-3(A—5E) =E>
= A"'=1(A-5E,).

D=

Warum diagonalisieren wir?
— geometrische Anschauung (welches LGS steckt hinter Matrix)
— Potenzieren von Matrizen (effektiver)

Anwendung: “Rekursive Folgen™:
Folge (a,)ncn, in K definiert durch lineare Rekursionsgleichung:

ap = Clap—1+C2ap—2+ ...+ Cran—i

und Anfangsgliedern aq,...,a;_.

(2% 1 Cn—k an—1

Ay | 1 0 0 a,_»

Apn—k+1 0o - 0 1 0 An_k

=:Cekhxk
Aptk—1 Q-1
= : =C" : Was ist C" fiir grofie n?
an ap
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Idee: Wenn C diagonalisierbar und diagonalisiert (Diagonalmatrix) fiir ein T: D = T~!CT Diagonalmatrix.

=C"=C-....C=T(T"'cT)(r"'C-...-.cT)T™! ASSOZRINIE 1 iy =1 Jejcht zu berechnen:
— —_———
n—mal D D---D
dy ! dr
d d

(3.42.2) (3.47) Beispiel (Fibonacci)

ap=ap_1+ay—2, qo=0,a=1
:><an )—C<O> mit C—<10>

1 1
xex)=x*—-x—-1 = EWsindcm:Lz‘/g, EVsindv1:< 145 ), v2:< 13 )
2

Lose LGS zur Berechnung:

1 1 -1 H—T\B 0 n np—1
=T := 145 1.5 =D:=T AT = 0 -3 =C'"=TD"T
2 2 2

Wegen ( aZH > =C" < ! > ist a, der Eintrag von C" in Zeile 2 und Spalte 1 (also berechnen wir ’nur”

n

o

diese):

15" 1V
C"ZTD”T1=<_:ﬂ _iﬁ)' <20> (1_(%" (112; I)i@

2

(det(T)=—+/5) Adjunktenformel!

Loty e ) ===l(57) (57))
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Euklidische Vektorraume
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§11 Invariante Unterrdume

Im gesamten Kapitel XI ist K =R und V ein R — VR (aber nicht notwendigerweise endlichdimensional!).

Wissen

Fakt 1: Jedes f € R[x] hat eine Zerlegung f = f; --- f, mit deg f; < 2 fiir alle i.
Fakt 2: Jedes f € R[x] mit deg f ungerade hat eine Nullstelle.

Folge:
1. Jedes ¢ € Endp (V) hat einen @-invarianten UR U mit dimU < 2.

2. Ist dimp V ungerade, so hat jeder ¢ € Endg (V) einen EW.
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§12 Euklidische VR

(4.1) Definition (Skalarprodukt)

Eine Abbildung (x,*) : V x V — R heiBt Skalarprodukt auf V, wenn fiir alle A, 1 € R und v,w € V gelten:
(S1) (v Ap-wi+A-wa) = A= (v,wy) + 1+ (v,wp) (Linearitit)
(S2) (v,w) = (w,v) (Symmetrie)

(S3) (v,v) > Ofiirallev # 0 (Positiv definiert)

Bemerkung:
e (S1)+(S2) = <l] v+ A 'V2,W> = A - <V],W> + A <vz,w>
e (1,0) = (0,v) = 0(aus (S1),A =0)

Ein R-VR mit Skalarprodukt heifit V euklidischer Vektorraum.
Fiir v € V heit ||v|| := (vyv) € R>( die Linge oder Norm von v.
~——

immer positiv (S3)
v heifit normiert, wenn ||v|| = 1.
Bemerkung: ||v[|* = (v,v).
(4.2) Beispiel

a) Standardskalarprodukt

a; by ;
V:R”:< : , : >::Zaib,~€]R
a

n bn N——
b\
bzw. :=(a; ... ay )-| , ist das Standardskalarprodukt
b,
damit heifit R" auch der n-dimensionale euklidische Raum.
aq aj b1
Es ist : = < S N > =/YL,a?
a, a, b,
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§12 Euklidische VR

"

<Z;) ‘ v/ a% + a% = [ = Liénge nach Pythagoras
b) Stetige Funktionen

V=C%0,1]) ={f:[0,1] = R |, f stetig }ist R — VR
1
(f.g):= / f(t)g(t)dt € R definiert ein Skalarprodukt auf V.
0

1 5, . (fstetig) )
(Beachte: / f(t)*dt > Ofiir f#0, also ist (S3) erfiillt)
0

¢) Symmetrische Matrizen
V =R", A € K" symmetrisch, also A = A’.
Ist (v,w):=V-A-w € R ein Skalarprodukt?
Es ist <V,W> _ V{ Aow = (Wt _A[ . V)T (A symgemsch)
Also ist (S2) erfiillt. Doch was ist mit (S3)?

. 4 =2 a
S€1A<_2 3 ),v<b>.

wy=(a b )-A-(a)—---—(2a—b)2+2b2>0ﬁjr < Z) >0,

WAy = (wv).

b
(S3) ist erfiillt, also definiert A ein Skalarprodukt.

. 4 =2 a
SelA—( DT )’V—<b>'
a -2
(vvy=(a b )-A-<b>:---:(0 1 ).< o ):—1<0
(S3) ist nicht erfiillt, also definiert A kein Skalarprodukt.

Symmetrie ist also kein ausreichendes Kriterium.

(4.3) Eigenschaften des Skalarproduktes

Sei (x,*) ein Skalarprodukt auf V, dann gilt fiir alle vw € V, A € R:

a) Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung: |(v,w)| < |[|v||-||w||
(und |(v,w)| = ||v|| - [|w|| genau dann wenn v und w linear abhingig (parallel) sind).

b) [[v[| = 0;
v = 0 v=0.
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§12 Euklidische VR

Voo, .
o) |[Av]| = IA]-|vll, I ist normiert.
—

=V
vl

d) |[v+w]| <|v[[+ |[w|| (Dreiecksungleichung)
e) aus d folgt: [[[v[| —[[w[|| < [[v—w]]

f) <vw>= %(||v—|—w||2 — [vlI* = ||w||*) (Polarisationsformel)

Beweis:

A w=0=<vw>=0=|v|-|w|,(vw)la /
Seiw# 0. Setze A := — =25~ € R

(83) (s1)

=0 < <v+Awv+Aw>=

2 2
. A <vw> <yw>" o
=<nv> 2 <w,w> + <w,w> =<wnv>

<v,w>(52)

<y, w>2
<w,w>

S<yw>I<<vy > <ww >¥ [<vw>| <[y |w] OC.

d) [v+w]=<v+wyv+w>
(S1)
= (v,v+w)+ (wv+w)
D (v, v) + (v, w) + (w,v) + (w,v+w)

(52)

[<vy>42-<vw>+ <ww>|

bekannte Dreiecksungleiching in R 2 2
< VII"+2- [<vw >+ [wl]
(brtyl<lxl+yD) —
aS)HVH-HWH

< (Ivl+Iwih* &

(4.4) Definition (Winkel)

V euklidischer VR, v,w € V.

Nach Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung (Satz (4.3a)) ist:
[<vyw >[ < [v]] - [[wl],

d.h. 0 < =8> < (falls nicht v = w = 0).

[VI-lwll

also: —1 < sl
[Vl - [wl]
—_———

cos o

cos : [0, ] — [—1,1] ist bijektiv:

Das eindeutige & € [0, 7] mit

v und w heiflen
<y,w>

cos O — vlw, wenn < vyw >= 0

V- lIwll

heiflt Winkel zwischen v und w.
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§12 Euklidische VR

11
y
0,5 X T
-1
(4.5) Beispiel
a) V=NR? der euklidische Raum.

TheiBt Standard-Skalarprodukt

= (3)=(o) bl ~

<vw> a-l+b-0 a y
vl Wl V@562 VT a2+ b2
———

Linge von v

= CO0S O =

b) Sei V =C%([~m,n]) = {f : [-7, 7] — R|f stetig} und

< fig>= [ f@g(ds

T T . .
< sin,cos >= [ sin(x)-cos(x)dx = % [ sin(2-x)dx d.h. sin und cos sind orthogonal.
i N — e n

=1sin(2x)

=0.
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§12 Euklidische VR

-0,5 0 0,51 *

c) Veukl. VR, v,w e V.
y,wla. & |<v,w>|=|v|-|w|| < cosa=+1< oec{0,n} < vw,parallel

Spezialfall ||v| = |lw| = 1.
Haben: —1 < (v,w) < 1

V=—Ww =W
0 <[ww>|< 1
viw v,wl.a.
(orthogonal (parallel)

(v,w) bzw. |(v,w)| ist ein MaB fiir die Gleichheit/Ubereinstimmung zweier normierter Vektoren v, w.

(4.6) Anwendung (Vektorraum basierte Suche)
Beispiele:

a) Gegeben:
n Dokumente
m Terme
Definiere zu Dokument j den Vektor
d ¥
d} = : e R™,
d,’m j
wobei dl’ ; = Haufigkeit des Terms i in Dokument j und normiere:
g
Ll
Die Matrix D := (d; j) € R™*" heifit Term-Dokumente-Matrix.
D ist groB, aber diinn besetzt!

Aus einer Suchanfrage nach den Termen iy, .. .,i; wird der Suchvektor
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§12 Euklidische VR

0
1 ,
— 11
qg=1": gebildet und normiert.

1 — i
0

. q

A

Frage: Welches Dokument passt am besten zu ¢?
Antwort: Dokument j, fiir das (d;, ) maximal wird.
Berechne also alle (d},q), j=1,....m,

bzw. qt D= (<dlaq>a <d27‘]>7 ce <dm7Q>)
und finde den hochsten Eintrag.

b) Gegeben: n Audio-Dateien dy,...,d,.
d; €V =C%10,1]).

Suchvektor: g € V. c} z.B. Linge 1s und normiert.

1
Maximiere (q,d;) = / q(x) - d;(x)dx.
0

(4.7) Definition (Gram-Matrix)

Sei V euklidischer Vektorraum mit Basis Z = (v ..., v,).
Dann heiBt GZ((,)) := ((vi,v;))1<i j<n € R™" die Gram-Matrix von <, > beziiglich %

(4.8) Beispiel

a) V=R"& = (el,...,en),(,) Standard-Skalarprodukt (SSP)
(er,e;) = { U falls { =

0 i
1 ... 0
=G ((N=1|: . | =En
0 Z
b) V =R2,%— <_11>((3)> .(,) SSP.
vl v2

2 A viv) (v (2 -3
= G7() = <<V2,V1> <vz,vz>) - <—3 9 )
(4.9) Bemerkung + Definition (Eigenschaften der Gram-Matrix)

V eukl. VR, % Basis, A = GZ((,)) € R™"
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§12 Euklidische VR

a) Fiir alle v,w €V gilt:
(W) = 25(0) A Zp(w) ER
im Beispiel (4.8a): (v,w) = Zx(v) - E,- Zg(w) =V -w.

b) A symmetrisch (d.h. A = A") und fiir all 0 # x € R" ist
xX-A-x>0.
Solche Matrizen heiflen positiv definiert.

¢) Umgekehrt definiert jede positiv definierte Matrix A € R™*" ein Skalarprodukt:
()¢ auf V via
(W) f = Zp(v) -A- Zp(w).
zB.V=R*#=26.
(,w)s =v-A-w.
d) Haben Bijektion (fiir festes %):
{ Skalarprdoukt auf V }leftrightarrow{A € R"*"|A positiv definiert }.
() = G

(f = 4
(4.10) Beispiel

a) A= <_42 _32> symmterisch? /

X-A-x>0 VYx#£0?

a 4-a—2-b
(a b)-A- <b) =(a b): <—2-a+3-b>
=4.a>-2-a-b—2-a-b+3-b°
(2-a—b)?+2-p>>0 (auBera =b=0)

= A positiv definiert.
= (x,y) :=x' - A -y definiert Skalarprodukt (SP).

-2

zB.x= (?) #0.

xAx=(0 1)-A-((1)> = (0 1)-<_12> =-1<0.

= A nicht positiv definiert.
= A definiert kein Skalarprodukt.

b) A= < 4 :?) symmetrisch

(4.11) Satz (Basiswechselsatz fiir Gram-Matrizen)

Sei V euklidischer Vektorraum mit Basen <7, 4.
Es gilt: | G¥(<,>)=T"-G”(<,>)-T
wobei T =“TZ.
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§13 Orthogonalitat

Sei V eukl. VR.

(4.12) Definition

Seiu,veVMCV.

ulv: < (u,v) =0.

ulM: < ulv YweM

M+ :={ucVulM} <V Orthogonalraum zu M.

01lMm
ulM vIM u+vlIim
ulM,A € K A-ulM

(4.13) Beispiel (Normalenform der Ebene)

V=R}0#£veV,M={v}.

Mt ={ueVulv}

ist die Ebene (durch 0), die senkrecht auf v steht.

Die Beschreibung einer Ebene als E = {v}* ist bekannt als Normalenform von E. (v ist der sog. Normalen-
vektor).

Parameterform E = R -u; + R - u».

(4.14) Bemerkung + Beispiel

Fiir M C V gilt: M+ = (M)*.
Beweis: ,,0 “ klar.
S ulM s uly YveM

l
=ul le“v,‘ VviEM,liG]R
i=1

= ul(M).

Beispiel V =IR" der eukl. Raum (d.h. {,) SSP.
SeiA e R™ Be K"

Lo(B),SR(A) < R”

Dann gilt:

a) SR(A)L =T(A")

b) Lo(B)* = SR(B').
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§13 Orthogonalitiit

Beweis

a) SeiA:(sl,...,s,), s; € R.
SR(A): "= (51,5, )
={xeR"(s;i,x) =0 V1<i<r}
:{xER”|s§jx:0 V1<i<r}
=Lo(A").

b) SeiLo(B) =SR(H), H <R

a L= t
é ;isilzﬁflﬂzo(H’?O:(gllg(Bt) } = Lo(B)* =SR(H)* =Lo(H") = SR(B").

(4.15) Bemerkung (Projektion)

Veukl. VR.0 #u,ve V.

v Es gibt eine Zerlegung v = Vj + v; mit vy € («) und
U1 viLu.
0
u
0
Beweis Setze
Vo 1= é:';é u | € (u).
Projektionsformel
Vi =V —V.
= (vo,10) = 24 - () = (v, u)

= (vi,u) = (v—vo,u) = (v,u) — (vo,u) = 0, also v; Lu.
Falls u normiert: vy := (v, u) - u.

Frage: Projektion auf Ebene/beliebige UR?

(4.16) Definition

V eukl. VR, vy,...v, € V.dimV =n.
(vi,...,vr) heiBt
a) Orthogonalsystem oder orthogonales Tupel, wenn v; Lv; fiir alle i # j.

0 fiiri # j

b) Orthonormalsystem oder orthonormales Tupel, wenn (v;,v;) = { | fiir i —
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§13 Orthogonalitiit

Wenn (vy,...,v,) Basis von V, dann sprechen wir von Orthogonalbasen bzw. Orthonormalbasen.

(4.17) Bemerkung (zu Orthogonal(/-normal)Basen
Fiir vy, ...,v, € V,n=dimV, % = (vi,...,v,) sind dquivalent:

1. % ONB

2. G¥(<,>)=E,

3. <vw>=Zz0v) - Zzw) YvweV

<V7V1> "
4. Zx(V)= : bzw.v=Y (vv;)-v;

=
<V7 Vn> Orthogonalentwicklung

Beweis

L.G7((,)) = ((vi,v)))
1. = 2. klar aus Def.

2. =3 (nw) = Zu(0) - G2 (L) Zp(w).

X1
3. = 4. %%(v) =
Xn
Dann (v v;) = (xl x,,) e =xi. 4/
B ] Ifiri=j
4. = 1. Klar. (v;,v;) = Zz(vi); = { 0 fiir i £ 0
€j
(4.18) Beispiel
V =R3;(,) Standard-Skalarprodukt
1 1 1
= L[ _ i I i 3
B = 7 1 o~ 1 ' 3 1 ist ONB von R
2 0 -1
w1 wa w3

1
Seiv=|1]. Zp(v)=?
1

@17):v =241 -wi + A -wa + A3 - ws.

1 1
M=<1, -—1>=%uﬂqﬂm:%:¢§

1 2

S
S
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§13 Orthogonalitiit

(4.19) Bemerkung

Jeder orthogonale Tupel ist l.u.

Beweis Sei (vy,...,v,) orthogonal und ¥ A;-v; =0.
i=1

zu zeigen: alle A; = 0.
Fiir jedes 1 < j < r gilt:

0= <vj70> - <Vja Y Az"Vi> =Y A- <Vj,Vi> :lj-<vj,vj>
i=1 i=1 N—— ——

=0 fiir i) £0
= )uj =0.

(4.20) Satz + Definition (allgemeine Orthogonalprojektion)

Sei U <V und U habe die OGB (uy,...,u,). dimU =r
Fiir jedes v € V gibt es eine eindeutige Zerlegung
V=vo+VvyL

mitvyg € U,v, € U" .

b
Dabei gilt vg = ¥, ) Projektionsformel (braucht OGB!)
i

= luiui)
Die lineare Abbildung
ny:V —=V,vi—yy.
hei3t orthogonale Projektion auf U.

Beweis Eindeutigkeit:
Seiv= v/o—l—vL =V, +V| mitvg,vy € Uundv,,V, € U+
=v—vy=V,—v|

——

ev cUt

aber: stets U NU+ = {0} Ubung
=v—vy=V —v, =0
=vo=vyundv, =Vv.
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r .
Existenz & Formel: Setze v = ¥ 4 .y,
i

& (uiui)
vo € U klar. zu zeigen: v, =v—vg € Ut = {ul,...,u,}L

(U= (up,...,uy) = Ut ={uy,...,u;} )

zuzeigen: V1 < j<r:0=(vi,u;) = (v—vo,u;) = (v,u;) — (vo,u;).
Seil<j<r:

{vo,uj) = <Z o 'ui,uj> = X gt (i) = 0 () = ().

i=1 =1 ——
0 fiir i#j
= (vi,uj)=0. /
(4.21) Beispiel
V =TR3;(,); Standardskalarprodukt
1 1 0
vi=|2]v2=|0]),v3=|—1],U=(1),Uz={v1,v2),Us = (v1,v2,v3) =V
2 1 1

Berechne die Projektionen 7y, (v2) und 7y, (v3)!

1. Ty, (Vz)

Wihle OGB von U;: (wy) mit wy :=v; =

[N S

(aw) 14042 1

Formel: Ty, (V2) = i wi) 1= Tod4v4 WL =3-W1 =

[SSILS SN[ S ONIE

2. 7L'U2(V3)
Wihle OGB von U; : (wy,wy) mit wy := vy, wy := vy — gy, (v2).

v2 (v2) 1

WIN

ﬂUZ(V3) = lwiwi) Wit

W=
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2
3
Haben OGB von V (wy, w2, w3) mit wy,w; wie oben und w3 = vz — myy, (v3) = —%
2
3
1 2 _2
3 3
AlsoOGB: [ - |2],1-| =3 |.1- [ -3
ONB - ) 1 2
3 3
(4.22) Algorithmus (Gram-Schmidt)
SeiU <V mitdimU =r.
Input: (vy,...,v,) Basis von U.
Output: (wy,...,w,) OGB von U.
Folge: Jeder UR von V (inkl. V selbst) besitzt eine OGB!
1. Wenn r = 1, dann w; := v;. Ende.
2. (r>2):Setze U' = (v1,...,v,—1) und bestimme rekursiv eine OGB (wy,...,w,_1) von U!

3. Setze w, := v, — my:(v,). Ende.

Beweis Zu zeigen ist fiir w, aus 3.:
w, & U, w, € (U')* .
Haben: v, = my(v,) + wy

—_—— =~

Vo v

Nach (4.20) ist dies die eindeutige Zerlegung mit 77 (v,) € U’ und w, € (U')*.
Also: w, € (U')*.
w,elU =v,eU = (vi,...,v,—1,v;) La. 4 (v1,...,v,) Basis von U.
Also: w, ¢ U'.

(4.23) Anwendung (der Projektion)
FirU <V und x €V gilt:
min{||x —ul| [u € U} = [|x — 7y (x|

= x,U) = [
,,Abstand zu U “

Beweis:
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0

x=x0+x, =my(x)+x,

Pythagoras (Ubung): [|v+wl||* = ||v||* + ||w]|* falls v_Lw.

hier: v=1x, undw =1y (x) —u, alsov+w =7y (x) —u+x, =x—u.
2 2 2

= |l —ul|” = [P [|” + |70 () — u|".

||x — u|| minimal < ||y (x) — u|| minimal < u = 7y (x).

Anwendung: Datenkompression.
dimU < dimV
my(x)eU xeV

(4.24) Beispiel + Satz

Sei V =R" A € R"™" positiv definiert.
Setzte (,) := (,)$, also (x,y) =x'-A-y.
Wie lautet eine ONB von V bzgl. (,) ?

Idee: Da (, ) explizit durch A definiert ist, miisste auch eine ONB bzgl. (,) aus A ableitbar sein.
Basiswechselsatz: Fiir jede Basis &7 von V und S := “T¢ gilt:
()G ((,)a)=5"-G”((,)-S
———

A
</ ONB bzgl. (,)
@17 oy
S G7(( ) =E

HdAa=s-s.
Folglich gilt:

1. A positiv definiert = A = §" - § fiir ein § € GL,(R).

2. A=5"-8,5 € GL,(R) = die Basis .7 von V mit “/T¢ = § ist ONB von (, )4.
(Antwort auf Frage)

(4.25) Folgerung

SeiU < V.
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a) dimU +dimU+ = dimU
b) (UYH)*t=U
¢) U+ <V (...ist Untervektorraum)

d) uUnU* = {0}

e) UUUL =V

Beweis

a) Sei (vi,...v,,) Basis von U, (wy,...,w;) Basis zu U~.
= (Vi,+eesVm,Wi,...,Wy) Basis von V.

Nach (4.20): Jedes v € V hat eindeutige Schreibweise:
v=vo+v,, voeU, v, €U".
= Jedes v € V hat eindeutige Schreibweise

m l
V= 'Zlﬂ,,'-vi—i-_zlﬂj'wj.
= =

1

b)

(4.25.1) (4.15) Folgerung

Sei A € R™™. Dann:

A positiv definiert (=1. symmetrisch; 2. x7 A > 0Vx # 0)

& es gibtein S € GL,(R mit A = STS.

Beweis: ,,= “ A pos. def. =< v,w >:= vI AW ist Skalarprodukt auf R” mit G¢(<,>) = A. (Bsp. 4.7b).
Sei B ONB bzgl. <,>4. (Satz 4.14c)

—N—
Dann ist G?(<,>,) = E,,. (Def 4.10). (Satz 4.8): A = GB(<,>,) = ST GB(<,>4) = E,S mit S = 5T¢ € GL,(R)
Also A = ST§.
<=“SeiA =578, S € GL,(R).

o AT = (STS)T = ST(ST)T = TS = A (Symmetrie)

s Ve R"\ {0}, VTAV = (VIST)(SV) = (SV)T(SV) =< 5,5, >> 0

(4.25.2) (4.16) Definition + Bemerkung

Veukl. VR, UCV,dimV =n <K o
Ut:={veV|<u,y>=0YuecU}={veVuLvVue U}heiBt Orthogonalraum von U.

e Ut <V (...ist Untervektorraum)
s UNU+ ={0}

U+Ut=V

e dimU+ =n—dimU

s UHt=U
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Beweis von ¢)
Sei (vi,---,v,,) ONB von U. Ergiinze Sie zu einer ONB (vy,---,v,) von V. Es folgt, dass v,, .1, ,v, € U™,
denn <v;,v; >=0Vi<m,j>m+1.
Also vy, - ,v, EUUU+ CU+U™.
=V=<v, v, >XU+U+ <V
=U+UM)V.

(4.25.3) (4.17) Beispiel

V = R* eukl. Raum. Sei A € R™ B € R,d € N.
Dann gilt SR(A)* = Lo(AT)
Lo(B)* = SR(BT)

Beweis: Seien sy, - , s, die Spalten von A. x € SR(A)*

&<nx>=0Vne SR(A)
S<nx>=0Vu=s1,---,84
[< Siy X >:siTx]
sst=0Vi=1,---,d
S ATx =04 xeLyAT).
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V euklid. VR, dimRrV =n <

(4.0.4) (4.18) Definition + Beispiel
p € Endg(V),A € R™".

a) ¢ heiBt orthogonal, wenn
<o), 0(w) >=<v,w>VvweV.

b) A heiBit orthogonal, wenn A’A = E,
z.B.:

e id,:v—v
o —id, vy < —v—w>= (1) <vw>S=<vw>
J ¢:R2—>R2,61»—>ez
A= <(1) (1)> AA=A*=E,

Bemerkung:
¢ orthogonal =

e [[oW)|| = vl Yv €V (,¢ erhilt Linge*).
s a(p(v),0p(w)) = a(V,W) Yv,w € V(,,Winkelerhaltend*)

* nur =1 kdnnen EW von ¢ sein.

o) =cv=1[oW) = llc-vll =Ic[-[Iv] 7 e[ =1

(4.0.5) (4.19) Bemerkung

a) A orthogonal = A invertierbar und detA = £1

b) Sei ¢ € Endx(V),BONB vonV.
¢ orthogonal < Mg orthogonal :)> ¢ bijektiv und det ¢ = +1
a

Beweis

a) A=A
A"-A=E,=1=det(E,) =det(A") -det(A) = det(A)* = det(A) = £1.
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b) SeiA=Mj BONB=G"(<,>)=EpalsoVvweV:

e Jvw>= XB(V)t -XB(W>

© <P(v),9(w) >=Xp(9(v))" Xp(d(w)) = (MGXp(v))" - (MgXp(w))
(AXp(v))" - (AXp(w)) = Xp(v)'A"AXp(W)

<vw>=< @(v),d(w) > etA’Ae; = (i, j) — Eintrag von A’A

t {1, falls i = j
e~ej =
0, sonst

— A'A =E,

D.h. ¢ orthogonal < A orthogonal.

Erinnerung: (2.6.7): Isomorphismus von V « Basiswechsel von V.
hier (eukl. VR):

orthog. Homomorphismus von V < Wechsel zwischen ONB von V.
¢ orthog. Isom. = (B ONB von V = ¢(B) ONB von V)

(4.0.6) (4.20) Satz

B ONB von V, ¢ € Endg (V) bijektiv (d.h. Homomorphismus).
B Basis von V.

a) B ONBvonV & B TB/ orthogonal.
b) ¢(B) ONB vonV < ¢ orthogonal.

Beweis

a) GB/(<, >)=T'GB(<,>)T mit T = BT
Also B ONB < GP (<,>)=E,
& T'T=E,

& T orthogonal
b) folgt aus a).

(4.0.7) (4.20) Definition + Bemerkung

O(n):={A e R""A'A=E,CGL—N(R)}
hei3t orthogonale Gruppe.
Bem.: O(n) ist Gruppe bzgl. Matrix-Mult.
zB.AB €0(n) = A-Be€O(n)
A~'e0(n) } Ubung
E, € O(n)

159



§14 Orthogonale Endomorphismen

(4.0.8) (4.21) Beispiel

n=2
a b
a=(00)
ATA — a c\ (a b\ a?+c? ab+cd
“\b d c d) \ab+cd P +d*
AcOon) < 1. a+*=1
2. P+d*=1
3. ab+cd=0
1. & a=cos o,c =sin o fiir ein ¢ € [0,27)

=
< b=ysin f,d = cos B fiirein B € [0,27)

N

142, . .
3. & cos a- sind B+ sin a-cos =0

=sin(a+B) Add.theorem
sSo+p=k-nfekel.
Setze B =k-m—aeinin 1.42. :

d=cos(k-Tt—o),b=sinlk-m—a).

1. Fall: k gerade:
=d =cos(—a) = cos a
b=sin(—a) = —sin a
Also: A = ( o a sina )
sino  cos o
detA = cos® o+ sin*a = 1
xa(x) = x* —2cosox + 1
nicht diag.bar weil keine EW auBer bei o € {0,7}.

2. Fall: k ungerade
=d=cos(m—a) = —cos(—a) = —cos(ax)
b=sin(r—a)=—sin(—a) = sina

Also A = <

detA = —1
Ha(x) = (x—1)(x+1)
Spiegelachse = V(1,A)

cos o6 sinQ
sin o —cos o

immer diag.bar, dhnlich zu ( (1) 0 )

A'A=E,
= det(A") -det(A) = det(E,)
~—— ~——
det(A) =1
= detA = £1
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§14 Orthogonale Endomorphismen

(4.0.9) (4.22) Bemerkung + Definition

. eigentlich orthogonal oder Drehung detA =1
A € O(n) heifit { uneigentlich orthogonal (im R?Spiegelung) detA = —1
AO(n) :={A € O(n)|detA =1}
hei3t spezielle orthogonale Gruppe.
Bem.: SO(n) < O(n) < GL,(R) sind Gruppen
die Spiegelungen bilden keine Gruppe!

Drehung o Drehung = Drehung

det detl det1
im R2: Drehung o Spiegelung Spiegelung
" detl det — 1 det — 1
Spiegelung o Spiegelung = Drehung
det — 1 det — 1 detl
cosa  —sine  cosa  sinoe 10
sink  cosot  sinot —coso. 0 —1

Drehung Spiegelungen
Jede Drehung ist Produkt zweier Spiegelungen (im R?).

Wir verallgemeinern jetzt den Fall

.1 —1 1 cosq  —sinQ
1)’ -1 )’ -1 )’ sino  coso.
X X 0 mit ¢ # 0,7

X

(4.0.10) (4.23) Satz

Sei ¢ € Endg(v) othogonal. Dann gibt es eine ONB % von V, so dass

1 0

Aj

0 Ay

. cosQ; —sSinQ;
wobei A; = ( singg  cosa; ) €S0(2)

mit o; € (0,27), o0 # 7.
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§14 Orthogonale Endomorphismen

+1
1
oder: Mf = 1
Ay
A
mit o; € (0,27)
(0 = m erlaubt)
hier ist det o« = +1.
Beweis:
1. Einnerungen
U ¢-invariante UR v. V,
B=( Vi,..-.-,Vm  Vmt1,...,Vn) Basis von V
— ———

=2' Basis von U B

Jetzt: V eukl. VR und (vy,...,v,) ONB von V!

a) A" = (vm+1,....,v,) Basis von U™.
zu zeigen: UL =< vy 1,...,v; >
2> klar, weil (vy,...,v,) ONB
SO Seiv=Y" Ay, e Ut

=0 = <vy;>=YuA <V, vi> =A;
N v v i01 7™~ LRV J
faj<m .
)0 fiir i#j
)1 fiir i=

SV ES Vgl sV >
b) U¢@-invariant = U~ @-invariant
(UL ={o()|<u,v>=0faucU}
——
<porr:hog.
={oW)| <o),p(v) >=0faucU}
={V| <V >=0f.au € p(u)}

_ qo(U)L U(p—invariant:,d.h. o(U)=U UL
M7 0
B __ o\U
a)+b) :>M(p—< 0 M}ﬁp)

Idee: Induktion nach dim V. Finde ¢-invar. UR U mit dim U = 1 oder 2 und verwende Induktionsvor-
raussetzung fiir U,
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dimU =1=MZ% =

dimU =2 =M% =

2. a)

b)

c)

§14 Orthogonale Endomorphismen

oy = (£1) weil (det = £1)¢ orth.

cos o —sin o
oV sina cos o

f e R[x],degf =m.

fle)(v)=0,v#0

=<v,0(v),0*(v),....,0" 1(v) > ist p-invariant.

f:a()+alx+ —i—amxm am7é0

= ¢"(v)= ;’i Yrlaioi(v) €< v, o), ...,0" (v) >

0= £ g0) ot 9

Sei p (1) = /i (). £o(X), £; € Rx]

m = max{degfi(x)|1 <i<I}

= es gibt ¢-invarianten UR U mit dimU < m

firl =2,d.h.xo(x) = f(x)g(x).

Sei v € V\ {0} beliebig

Cayley-Hamilton: x4 (¢) = 0.
8

0 = Xo(@)v) =(f28)(@)(v)
= = f(@)og(@)(v)
= f(@)(g(@)(v)

1. Fall: g(¢)(v)00,v # 0,deg g <m
2. Fall: g(¢)(v) #0.
—_———

=/

= f(@)(V)) =0,V #0,degf < m.
= es gibt ¢-invarianten UR U mit dimU < m.

Fundamentalsatz der Algebra xo(x) = (x—a;)---(x—a,) (x—z1)(x—z1) -+~

(x—25)(x—2)

r realle Nullstellen s Paare von komplexen Nullstellen

feERpK], f=ap+aix+....+ax"

zeC,f(z) =

= f(2) =ao+aiz+---+a,z"

=ao+aiz+....+a,7"

=fz) =

(Konjugiert komplex a + bi = a — bi)

(x—z)(x—z)=x*—z1+zx+ 2121
S~—— ~~

cR cR
z1 =a-+bi
= Zqt+ 21

xa(x) zerfillt in vollstindige Linearfaktoren = A dhnlich zu:
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§14 Orthogonale Endomorphismen

A1 0
1
0 M
A1 0
1
0 A
A
0

Al,...,Arsind die EW von A. A,A% A3, ...

(4.0.11) (4.24) Beispiel
n=3. A€ 0(3).

a) eigentlich orthogonaler Fall:

1 0 0
0 cosoe —sino | mit @ € [0,211)
0 sinoe  cosa

,Drehung um ¢ um die e;-Achse*

b) uneigentlich orthogonaler Fall:

-1 0 0 -1 0
0 cosa —sina = 0 cosa
0 sina cosa 0 sina

»Spiegelung an der (e;,e3)-Ebene”.

Folge aus Bemerkung (4.22), n = 2: Im @7 ist

¢ jede Drehung Produkt von 2 Spiegelungen

Jordan’sche Normalform

Nach Satz (4.23) ist A dhnlich zu

1 0
1
PR
0 1 0 0
—sino 0 cosa —sino
cos o 0 sina coso

* jeder uneigentlich orthogonale Endomophismus ist Produkt von 3 Spiegelungen

z.B.
2
1
A=—| 6
11 9

—6 9
-7 6 |, g=2
6 2
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§14 Orthogonale Endomorphismen
A'A = E3 = @y ist orthogonal

det A =1 = @4 Drehung

1 L

1 0 1
V(1,A)= ([ 0 |)=Drehachse (| O )={(l 1 |,| O |)=Drehachse
1 1 0 —1
7 0 7 1 0 0
Beziiglichder ONB (| 1 |, 1 |, 1 ) hat @4 die Matrix [ 0 -7 6vV2 |,
4 0 ~7 0 —6v2 -7
d.h. a = arccos(—{;) ~ 129.5°.
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§15 Symmetrische reelle Matrizen

SeiA € R™"
 Welche A lassen sich diagonalisieren durch ein 7 € O(n)? (d.h. T~'AT Diagonalmatrix)

* Gibt es Orthogonalbasen von R" aus EV von A?

(4.0.12) (4.25) Bemerkung
T € O(n).
a) A symmetrisch = 7~ 'AT symmetrisch.

b) T~ 'AT Diagonalmatrix = A symmetrisch.

Beweis:

a) (T7'AT)Y = 1" A" (T =T"'AT.
= ,
T-1 A T!

b) T~ 'AT = D Diagonalmatrix = A = TDT ! g A symmetrisch.

(4.0.13) (4.26) Satz

A € R symmetrisch. x4(x) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren (3<':3>8 ) A dhnlich zu Dreiecksmatrix < A
diagonalisierbar durch 7' € O(n).

Beweis (vgl. 3.38): Sei ya(x) ,vollstindig zerfallend” = (x —¢y)...(x —¢,),c; € R.

,,<=": Klar.
,=": Sei vy € R" normierter EV zu ¢; und £ = (vy,...,v,) ONB von R". (Gram-Schmidt)

.__eTR 1 TEW [ c1 | * \ Bem42s [ ¢ |0
Ty :=°T GO(n)iT] AT, = <0 D> = <0 D)denn

1 1

1 0 0
T7AT | . [ =T'"An =T epvi =cT vy = -

0 0
’”iei§‘38) xp(x)=(x—c2)...(x—¢y) Ind':vorr' ex.5€0(n—1): S~1Ds Diagonalmatrix.

110

> € O(n) = T~'AT Diagonalmatrix. O]
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§15 Symmetrische reelle Matrizen

(4.0.14) (4.27) Spektralsatz
Sei A € R™" symmetrisch. Dann ist A diagonalisierbar durch T € O(n).

Beweis: Nach (4.26) ist zu zeigen: ya(x) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren (iiber R)
oder: alle EV von A sind reell.

Seid e EWvonA,veVzuld,AeC,veC".
X1 X1
v=1| i |wxneC v=1 |, xj=aj+bja;bieR
Xn Xn

1. AEW von A, VEV zu 1: AV = Av = (Av) = (Av) = AV.

X1

22Vv=(x1,..x;) | F | =Y XjXj €Rund >0.(v#0)
. ~~
Xn :u%-}-b%E]R und >0

3. A(VY) = (M) = (Av)'v = (Av)'v =V AV =V AV
4. A (V'9) =V (AV) = VAV = 3.

~—

€R>o

) ) A dh A eR. O

Anwendung: ax% +2bx1x2 + dx% = 1,a,b,d € R mit Unbekannten xy,x,.
Als Matrixgleichung: (x; x2) a b )=
g g (X1 x2 b d xw )

bzw. ¥Ax = 1 (*) mit A € R?>*? symmetrisch, x € R

A O

Spektralsatz: es gibt T € O(2) mit T~ 'AT = < 0 A
2

),)L],lz € R.

Setzt man x = [x’ (Basiswechsel), dann

(*)<:>xt< %1 7(L) )x’zl & Mxf+ 127 =1.
2

Dies ist Ellipsengleichung:

GRAFIK VON ELLIPSENGLEICHUNG

Satz von der Hauptachsentransformation = Spektralsatz.
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168



Index

Gruppenhomomorphismus, 22 -Matrix, 129
Markov-Prozess, 129

Hamming-Code, 86 Matrix, 34

homogen, 30 dhnlich, 109

Homomorphismus, 60 Abbildungs, 88

Basistransformations-, 92
Basiswechsel-, 92
Begleit-, 128

Generator-, 84

Gram-, 146

Inverse, 98, 137
Kontroll-, 85

Markov-, 129
Stochastische, 129
symmetrische, 142

Identitit, 11

Infinitesimalrechnung, 62
inhomogen, 30

injektiv, 74

Injektivitit, 12

Invariante Unterrdume, 131
Invertierbarkeit-Orthogonalitit, 157
isomorph, 60

Isomorphismus, 22, 60

Jordan’sche Normalform, 163 Matrixmultiplikation, 46
Monomorphismus, 22, 60, 74

Korper, 18 morphismus

F,, 19 Auswertungshomo-, 61
Kern, 61 Endo-, 60
Koeffizient, 34 Epi-, 60
Koeffizientenmatrix Homo-, 60

erweiterte, 36 Iso-, 60
Koffizientenmatrix, 35 Mono-, 60
Kontrollmatrix, 85 multilinear, 104
Koordinaten

-system, 71 n-Tupel, 11

-vektor, 71 Norm, 141

Normalenform einer Ebene, 148

Linge, 141 normiert, 141
Laplace-Entwicklung, 128 Nullmatrix, 35
Leibnitz-Formel, 106 Nullraum, 76
LGS Nullstelle, 27

homogen, 36 Nullvektor, 57

inhomogen, 36
linear abhiingig (La.), 64 orthogonal, 143, 157
linear unabhiingig (1.u.), 64 Orthogonalbasis, 150
Lineare Abbildung, 60 Orthogonale Endomorphismen, 157
Lineare Abhingigkeit, 64 orthogonale Gruppe, 158
Lineare Gruppe, 49 orthogonale Projektion, 151
Lineare Hiille, 59 orthogonales Tupel, 149
Lineare Unabhingigkeit, 64 Orthogonalraum, 148, 155
Linearer Code, 84 Orthogonalsystem, 149
Lineares Gleichungssystem, 30 Orthonormalbasis, 150
Linearkombination, 58 orthonormales Tupel, 149
LU/LR-Zerlegung, 98, 99 Orthonormalsystem, 149
Markov Paar, 11

169



Page Rank, 128
Permutation, 25
Produkt der Diagonalen, 107
Projektion

orthogonal, 151

Rang, 73

Regel von Sarrus, 106
Ring, 23
Ringhomomorphismus, 24

Signum, 25

Skalar, 57

Skalarprodukt, 141, 142
Spaltenraum, 60, 76
Spaltenvektor, 57
Spektralsatz, 166

spezielle orthogonale Gruppe, 160
Spiegelachse, 159
Standardskalarprodukt, 141
surjektiv, 74

Surjektivitit, 12

Term-Dokumente-Matrix, 145
Transponieren, 45
Transposition, 25
Tripel, 11
Tupel
orthogonal, 149
orthonormal, 149
Spalten, 35
Zeilen, 35

Umkehrabbildung, 16
Unterraum, 58
Untervektorraum, 58
Urbild, 11

Vektor, 57
Einheits-, 66
Koordinaten-, 71
Normierung, 143

Vektorraum, 57
Euklidischer, 141
triviale, 57
Unter- (UVR), 58

Vielfachheit, 27

Winkel

Index

170

zwischen Vektoren, 143

Zeilenraum, 60, 76

Zeilentransformation
elementar, 38

Zeilenvektor, 57



	Grundlagen
	§ Abbildungen
	Wiederholung
	Beispiele
	Eigenschaften von Abbildungen

	Beispiele
	Bemerkung
	Bemerkung zu Surjektivität und Injektivität
	Beispiel
	Bemerkung (Interpretation von g)
	Beispiele
	Satz (Umkehrabbildung einer verketteten Funktion)
	Definition (Gleichheit von Abbildungen, Menge aller Abbildungen zwischen zwei Mengen)
	Beispiel
	Definition + Beispiel
	§ Körper
	Definition (Körper)
	Beispiele
	Folgerungen (aus Axiomen)
	Bemerkung
	§ Gruppen und Ringe
	(0.16) Definition (Gruppe)
	(0.17) Bemerkung
	(0.18) Beispiele
	(0.19) Definition (Gruppenhomomorphismus)
	(0.20) Beispiel
	(0.21) Schreibweise
	(0.22) Definition (Ring)
	(0.23) Beispiele
	(0.24) Definition (Einheit)
	(0.25) Bemerkung
	(0.26) Definition (Ringhomomorphismus)
	(0.27) Beispiel




	§ Das Signum einer Permutation
	(0.28) Definition (Transposition)
	(0.29) Satz
	(0.30) Definition (Signum)
	(0.31) Satz


	§ Nullstellen von Polynomen
	Definition
	Satz
	Folgerung + Definition

	Lineare Gleichungssysteme
	Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
	(Definition (Lineares Gleichungssystem)
	Beispiel
	
	Bemerkung
	Definition (Matrizen)
	Beispiele
	Definition (Koffizientenmatrix)
	Beispiel

	Der Gauß-Algorithmus
	(1.11) Definition (Zeilentransformationen)
	(1.12) Beispiel
	(1.13) Satz
	(1.14) Definition (Zeilenstufenform)
	(1.15) Gauß-Algorithmus (Teil I)
	(1.16) Beispiel
	(1.17) Anwendung
	(1.18) Beispiel
	(1.19) Bemerkung
	(1.20) Anwendung (Lösungsverfahren für inhomogenes LGS)
	(1.21) Beispiel
	(1.22) Bemerkung
	(1.23) Definition (Reduzierte Zeilenstufenform, Normalform)
	(1.24) Gauß-Algorithmus II
	(1.25) Beispiel


	Matrix-Arithmetik
	(1.27) Definition (Matrix-Arithmetik)
	(1.28) Beispiele

	Bemerkung
	Beispiel und Schreibweise
	Definition (für quadratische Matrizen)
	Satz
	Folgerung
	Bemerkung und Beispiele
	Definition (Lineare Gruppe)
	Beispiel
	Satz: LGS mit regulärer Koeffizientenmatrix
	Beispiel
	Bemerkung

	Matrixgleichungen und Regularität
	Bemerkung
	Bemerkung
	Beispiel
	Anwendung: Inversenberechnung.
	Bemerkung
	Definition.
	Bemerkung
	Folgerung
	Beispiel
	Satz
	Folgerung
	Folgerung



	Vektorräume und lineare Abbildungen
	Vektorräume
	(2.1) Definition (Vektorraum)
	(2.2) Folgerungen
	(2.3) Beispiele
	(2.4) Definition und Bemerkung (Untervektorraum)
	(2.5) Beispiele
	(2.6) Definition (Linearkombination/Erzeugnis)
	(2.7) Beispiele
	(2.8) Satz
	(2.9) Beispiel und Definition (Spalten-/Zeilenraum)

	Definition (lineare Abbildung/K-Homomorphismus
	Beispiele
	Definiton (Kern + Bild)
	Bemerkung
	Beispiele (u.a. Lösungsmengen bzgl. Kern/Bild)
	(2.15) Satz


	Basis und Dimension
	Definition (linear un-/abhängig)
	Bemerkung
	Beispiele (Überprüfung auf l.a. bzw. l.u.)
	Satz (Erzeugnisse bzgl. l.a./l.u.)
	Beispiel
	Definition (Erzeugendensystem + Basis)
	(Beispiele
	Satz (Charakterisierung von Basen)
	Folgerung (Basisauswahl)
	Satz
	Folgerung + Definition (Dimension)
	Beispiele:
	Folgerung (endlich dimensionaler VR)
	Beispiel
	Definition (geordnete Basis)
	Bemerkung (Basis und Untervektorräume)
	Satz
	Definition + Beispiel (Koordinatensystem)
	Beispiele
	Satz
	Satz (Eindeutigkeit linearer Abbildungen zwischen Vektorräumen)
	Beispiel zur Eindeutigkeit
	 Definition (Rang und Defekt von Matrizen)
	Satz (Dimensionsformel)
	Folgerung (injektiv, surjektiv, bijektiv bei linearen Abbildungen)
	Folgerung

	Unterräume von Kn und K1 m
	Definition (Fundamentalräume)
	Satz + Beispiel
	Folgerung (Zusammenhang zwischen Fundamentalräumen)
	Satz
	Folgerung (Zusammenhang von Dimensionen von Fundamentalräumen)
	Beispiel
	Beispiel
	Bemerkung
	Satz
	Hilfsatz
	Satz
	Beispiel Codierungstheorie
	Definition (Codewörter, Generator- und Kontrollmatrix)
	Bemerkung (Fehler)
	Beispiel
	Satz (Fehler)
	Beispiel (Konstruktion von Codes (Hamming-Code))

	Lineare Abbildungen und Matrizen
	Bemerkung (Basen entsprechen Koordinatensystemen)
	Satz
	Definition (Abbildungsmatrix)
	Merkregel zum Aufbau der Abbildungsmatrix  BMA einer linearen Abbildung : V W

	Beispiel
	Bemerkung
	Beispiel
	Folgerung
	Beispiel
	Folgerung + Definition
	Merkregel zum Aufbau der Basiswechselmatrix BTA

	Beispiel
	Basiswechselmatrix
	Beispiel
	(2.67) Bemerkung (Basiswechsel entsprechen Isomorphismen)
	(2.68) Folgerung
	(2.69) Beispiel 


	Matrix-Inversion und LU-Zerlegung
	(2.70) Beispiel
	(2.71) Satz
	(2.72) Algorithmus (LU/LR-Zerlegung)
	(2.73) Beispiel
	(2.74) Bemerkung
	(2.75) Satz
	(2.76) Beispiel

	Determinanten und Eigenvektoren
	Determinanten
	Definition
	Rechenregeln für Determinanten
	Satz (Leibnitz Formel)
	Beispiel
	Laplace-Entwicklung + Beispiel
	Folgerung (det= 0 / det=0)
	Definition (ähnlich)
	Satz (Cramer'sche Regel und Adjunktenformel)
	Beispiel
	Definition (charakteristisches Polynom)
	Beispiel
	Bemerkung
	Satz
	Beispiel + Definition
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Definition (Eigenwert, -raum, -vektor)
	Bemerkung
	Satz
	Definition
	Beispiel:
	Definition + Bemerkung
	Satz + Definition
	Beispiel
	Satz
	Definition
	Folgerung
	Beispiel
	Satz
	Folgerung:
	Beispiel
	Beispiel:
	Beispiel
	Definition + Bemerkung (Begleitmatrix)
	Page Rank „Google-Algorithmus“
	Definition + Satz


	Invariante Unterräume
	Definition
	Beispiele
	Bemerkung
	Satz
	Beispiel
	Satz
	Bemerkung
	Beispiel
	Folgerung (Satz von Cayley-Hamilton)
	(3.46) Beispiel (Matrix-Inverses mit Cayley-Hamilton
	(3.47) Beispiel (Fibonacci)


	Euklidische Vektorräume
	Euklidische VR
	Definition (Skalarprodukt)
	Beispiel
	Eigenschaften des Skalarproduktes
	Definition (Winkel)
	Beispiel
	Anwendung (Vektorraum basierte Suche)
	Definition (Gram-Matrix)
	Beispiel
	Bemerkung + Definition (Eigenschaften der Gram-Matrix)
	Beispiel
	Satz (Basiswechselsatz für Gram-Matrizen)

	Orthogonalität
	Definition
	Beispiel (Normalenform der Ebene)
	Bemerkung + Beispiel
	Bemerkung (Projektion)
	Definition
	Bemerkung (zu Orthogonal(/-normal)Basen
	Beispiel
	Bemerkung
	Satz + Definition (allgemeine Orthogonalprojektion)
	Beispiel
	Algorithmus (Gram-Schmidt)
	Anwendung (der Projektion)
	Beispiel + Satz
	Folgerung
	(4.15) Folgerung
	(4.16) Definition + Bemerkung
	(4.17) Beispiel


	Orthogonale Endomorphismen
	(4.18) Definition + Beispiel
	(4.19) Bemerkung
	(4.20) Satz
	(4.20) Definition + Bemerkung
	(4.21) Beispiel
	(4.22) Bemerkung + Definition
	(4.23) Satz
	(4.24) Beispiel


	Symmetrische reelle Matrizen
	(4.25) Bemerkung
	(4.26) Satz
	(4.27) Spektralsatz








